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Grafen for en sædvanlig funktion består som bekendt af de punkter, hvor y-koordinaten er funktionsværdien af x-koordinaten, dvs. af punkterne 
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.

Man kan imidlertid frembringe flere slags af kurver ved at opfatte både x- og y-koordinat som funktioner af en tredje variabel t, som kaldes parameteren. Disse funktioner vil vi i det følgende kalde 
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Værdien af t kan ikke aflæses i koordinatsystemet, men man kan tænke på t som tiden og forestille sig et punkt, som bevæger sig rundt i koordinatsystemet, således at punktet på tidspunktet t har koordinaterne 
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. Kurven er så den bane, som punktet følger.

Tegning af parameterkurver i TI-Interactive
I TI-Interactive indsættes en parameterkurve ved i værktøjslinien i stedet for den sædvanlige graf at vælge [image: image5.png]
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eller ”Insert”, ”Graph”, ”Parametric” i menulinien.
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I ”Functions” vil der nu optræde par af funktioner x1(t), y1(t) osv. De repræsenterer hhv. x- og y-koordinat for en parameterkurve og i eksemplet her angives som funktioner af t. Hvis man ønsker et andet navn til parameteren skrives det under ”Independent Variable” 
Her er indskrevet parameterfremstillingen for en ret linie gennem punktet [image: image7.png]


 med retningsvektoren [image: image9.png]7=(2)




Inden kurven tegnes undersøger vi grafvinduet ved tryk på [image: image10.png]Format
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Som sædvanlig angives grænser for x- og y-koordinater, som bestemmer tegnevinduet. Men desuden optræder grænser for t, som angiver det interval, hvori parameteren skal ligge. Det kan undertiden være vanskelligt på forhånd at vide, hvilke værdier, der skal benyttes, men man kan prøve sig frem, så man får hele kurven med og så der ikke bruges for lang tid på at tegne uden for tegnevinduet. Størrelsen tstep angiver t-afstanden mellem de punkter, der skal beregnes til tegningen. Hvis det vælges for stort bliver kurven kantet. Hvis det vælges for småt tager tegningen lang tid.
Kurven kan nu ses i Graph-vinduet. Man bør her vælge intervaller på x- og y-aksen, som er lige lange, hvis kurven skal se rigtig ud. Det kan evt. gøres vha. ”Zoom” og ”Square”. Indstilling til et kvadratisk grafvindue bliver vigtigt senere.
Tegning af parameterkurver i GeoGebra
I GeoGebra kan parameterkurver tegnes ved i kommandolinien at skrive
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Der skal angives 5 størrelser adskilt at komma. De to første er x(t) og y(t). Herefter navnet på parameteren (her t) og til sidst nedre og øvre grænse for parameteren. Som i TI-Interactive må grænserne for parameteren vælges ud fra den ønskede kurve. Det samme gælder valget af vindue. 

Øvelse 1: Tegn kurven fra eksemplet ovenfor både i TI-Interactive og GeoGebra Prøv at tegne andre rette linier.
En sædvanlig graf for en funktion 
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 kan tegnes som parameterkurver ved at benytte 
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Øvelse 2: Tegn graferne for funktionerne 
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 som parameterkurver.

Der er imidlertid flere muligheder for kurver
Øvelse 3: Tegn kurverne med parameterfremstillingerne 
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. Forklar, hvorfor disse kurver ikke kan være grafer for en sædvanlig funktion.

Den ene af kurverne i øvelsen ovenfor skar sig selv. Et sådant skæringspunkt kaldes et dobbeltpunkt og svarer til at to forskellige værdier for t giver samme punkt, dvs. både samme x- og y-koordinat.
Øvelse 4: Prøv vha. ”Trace” at følge kurven med dobbeltpunktet og prøv om du kan finde ud af, hvilke to t-værdier, der giver dobbeltpunktet.

Radiantal for vinkler
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Når vi tidligere har talt om vinkler, har deres størrelse været angivet som et gradtal. En ret vinkel er 90°, en lige vinkel er 180° osv. Man kan imidlertid også måle vinkler på andre måder. Det vigtigste andet mål for vinkler er deres radiantal. Radiantallet for en vinkel er længden af det buestykke som vinklen afskærer på en cirkel med centrum i vinkelspidsen og radius 1 ( se tegning ). 
Da omkredsen af en cirkel som bekendt er 
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må omkredsen af en cirkel med radius 1 være 
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, som så må svare til 360°

Øvelse 5: Hvilket radiantal har en vinkler på 90°, 180°, 45°, 60°, 1°?

Generelt må der gælde for en vinkel med gradtallet v° og radiantallet t:
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( man kan skrive rad efter et radiantal for at pointere det, men man gør det som regel ikke )

Øvelse 6: Forklar formlerne ovenfor.

TI-Interactive  indstilles til at måle vinkler i radianer ved i ”Mode settings” (F9) at vælge radianer som vinkelmål
 [image: image23.png]Angle Format
g © Deges



, 
Det betyder, at de trigonometriske funktioner sin, cos, tan beregnes under forudsætning af at vinklen er målt i radianer. Tilsvarende vil de omvendte funktioner arcsin, arccos, arctan levere en vinkel som er et radiantal.
Husk altid at kontrollere om TI-Interactive er indstillet på den type vinkelmål, som du skal benytte i en opgave.

GeoGebra regner som standard i radianer med mindre man sætter  ° efter vinkeltallet.
Øvelse 7: Bestem 
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. Bestem  [image: image26.png]arcsin(0.73), arccos (—0.4)



 som radiantal.
Cirkler, ellipser og spiraler
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I sin tid blev 
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 som koordinatsættet til skæringspunktet mellem enhedscirklen og vinklens venstre ben når højre ben var x-aksens positive del. Det gælder stadig selv om vinklen nu måles i radianer.
Enhedscirklen må derfor have parameterfremstillingen:
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Øvelse 8: Tegn enhedscirklen. Vælg passende vindue så cirklen fylder skærmen ud. Hvilket t-interval skal benyttes for at få hele cirklen tegnet? Husk kvadratisk vindue, hvis den skal være cirkulær.
Tilsvarende har en cirkel med centrum (0,0) og radius r  parameterfremstillingen:
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Øvelse 9: Overvej rigtigheden af ovenstående og tegn cirkler med forskellige radier.

Øvelse 10: Overvej, hvordan man kan lave en parameterfremstilling for en cirkel med et andet centrum end (0,0) og tegn eksempler på sådanne cirkler.

Øvelse 11: Prøv at erstatte r med to forskellige tal. Beskriv den kurve, som nu tegnes og forklar betydningen af de to tal.
Af øvelse 11 skulle gerne fremgå, at en ellipse med centrum i (0,0) kan tegne som parameterkurven:
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hvor a og b er positive tal. Det største og det mindste af tallene a og b kaldes hhv. ellipsens halve storakse og halve lilleakse.

Hvis man i parameterfremstillingen for en cirkel erstatter konstanten r med en voksende funktion r(t) af  t bliver kurven en spiral. Afhængigt af hvilken funktion, der vælges kan man få tegnet forskellige typer spiraler.
Hvis man vælger en lineær funktion fås  Archimedes spiral.
Øvelse 12: Tegn kurven med parameterfremstillingen [image: image32.png](x(1),y(t)) = (0.2t - cos(t) , 0.2t - sin(t))



 
For at få flere omgange med skal t-intervallet vælges passende fx vil
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 give 10 omgange.

Øvelse 13: Prøv at indsætte en anden værdi end 0.2 i udtrykket fra øvelse 12 og gør rede for betydningen af dette. Hvilken værdi skal man vælge, hvis afstanden mellem spiralerne skal være 1?
I stedet for en lineær funktion kunne man vælge en eksponentielt voksende funktion.

Øvelse 14: Tegn kurven med parameterfremstillingen [image: image35.png](x(0), (1)) = (1.1° - cos(t), 1.1° - sin(t))



 og gentag med andre værdier end 1.1
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Denne kurve kaldes en logaritmisk spiral. Den er udbredt i naturen, idet fx sneglehuse følger en logaritmisk spiral. Den er desuden karakteristisk ved at kurven danner en konstant vinkel med linien fra (0,0) til et punkt på kurven ( det kan vi vise når I engang har lært differentialregning ). Denne egenskab udnyttes bl. a. i PH-lamper, hvis skærme er lavet som logaritmiske spiraler, hvorved man får den mest jævne spredning af lyset. 
Cykloider
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Hvis man i mørke iagttager et lysende punkt på et cykelhjul, fx en refleks, vil dette punkt følge en kurve, som kaldes en cykloide.
Til at begynde med forstiller vi os en cirkel med radius 1, som triller hen ad x-aksen. Vi betragter et punkt på cirkelperiferien, som stater i (0,0). Buestykket fra dette punkt hen til cirklens røringspunkt med a-aksen må altid have samme længde som røringspunktets afstand fra (0,0) ( se tegning ).

Øvelse 15: Gør rede for, at hvis cirklen har trillet stykket t vil punktet P må have koordinaterne:
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Benyt dette til at tegne cykloiden.

Hvis det punkt, som vi følger ikke befinder sig på cirkelperiferien, men på en eger i afstanden a fra centrum får vi i stedet parameterfremstillingen:
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Øvelse 16: Tegn cykloider med forskellige værdier  af  a for 0< a <1. 

Øvelse 17: Tegn cykloiden med a = 1.2. Hvilken placering af punktet svarer det til? Prøv med andre værdier af a >1.

I stedet for at lade cirklen trille på en ret linie kunne man lade cirklen trille på en anden cirkel, enten udenpå eller indeni. De kurver, som derved frembringes kaldes hhv. epicoykloider og hypocykloider. 

Antag, at den faste cirkel har radius R og den rullende cirkel har radius r. Det er nok nemmest at forestille sig, at r < R, men det behøver ikke være tilfældet.
Øvelse 18: Hvad skal der gælde om de to radier, hvis den rullende cirkel skal dreje et helt antal gange når den er kommet en gang rundt om den faste cirkel?
[image: image58.png]



Vi tænker os, at den rullende cirkel starter på x-aksens positive del og at røringspunktet har flyttet sig vinklen t i forhold til x-aksen ( se tegning ).
Øvelse 19: Gør rede for, at røringspunktet har flyttet sig buestykket Rt og at vinklen mellem punktet P og røringspunktet er 
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Forklar endvidere, at punktet P må have drejet sig vinklen 
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 i forhold til sin oprindelige position.

Forklar, at punktet P må have koordinaterne:
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Øvelse 20: Tegn epicykloider for passende værdier af R og r.
Øvelse 21: En epicykloide med R = r kaldes en cardioide ( hjertekurve ). Tegn en sådan.

Øvelse 22: Lav en tegning, der viser en cirkel, der ruller indeni en anden cirkel og vis med tilsvarende argumenter, som ovenfor, at en hypocykloide må have en parameterfremstilling på formen:
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Øvelse 23: Tegn nogle hypocykloider.
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Polær fremstilling af kurver
En anden måde at fremstille kurver på er såkaldt polær fremstilling, hvor man angiver et punkts afstand fra (0,0) som funktion af vinklen mellem liniestykket fra (0,0) ud til punktet og og x-aksens positive del. Denne vinkel betegnes ofte med 
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 ( græsk theta ) og funktionen angives så som 
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I TI-Interactive tegnes en polær fremstilling ved at indsætte en graf af typen
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hvorefter man kan indskrive den polære fremstilling.
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Som ved parameterfremstillinger kan man under [image: image46.png]Format



 angive grænser og step for θ. Bemærk at vinklen ikke behøver at ligge i [image: image48.png]



GeoGebra kan ikke umiddelbart tegne kurver, der er givet ved en polær fremstilling, men en polær fremstilling kan oversættes til en parameterfremstilling som 
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Videre studier

Flere kurver kan fx studeres på http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Curves/Curves.html eller http://xahlee.org/SpecialPlaneCurves_dir/specialPlaneCurves.html 
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