Nogle fordelinger til brug i forsikringsmatematik.

For forsikringsselskaber er det en afgørende opgave at beregne, hvor meget forsikringstagerne skal betale i præmier, for at det kan løbe rundt. Som en del af dette regnestykke beregnes den såkaldte risikopræmie (senere lægger man så bl.a. administrationsomkostninger og sikkerhedstillæg til). Risikopræmier for en forsikring beregnes ud fra følgende udtryk

Risikopræmien = E(N)∙ E(X) , hvor

E(N) = det forventede antal skader pr. police

E(X) = den forventede middelskadesstørrelse

Hvis f.eks. E(N) = 0,1, svarer det til én skade hver 10. år, og hvis yderligere man sætter 

E(X) = 20000 kr., fås en risikopræmie på 0,1∙ 20000kr. = 2000kr. Hvis selskabet regner med et sikkerhedstillæg på 5% og et omkostningstillæg på 25%, bliver den præmie, som forsikringstagerne betaler, på 2000kr.∙ (1+0,05+0,25) = 2600kr.

For at kunne beregne en risikopræmie for en forsikring, er det derfor nødvendigt, at

kende fordelingsfunktionerne for antal skader og skadestørrelsen.

Antal skader kan beskrive ved en diskret fordelt stokastisk variabel og skadestørrelserne som en kontinuert fordelt stokastisk variabel.

For at fastlægge fordelingsfunktionerne for antallet af skader og for skadesstørrelsen samler forsikringsselskaberne ens policer i grupper – såkaldte porteføljer. Ud fra en større erfaringsopsamling i disse porteføljer foretages de nødvendige beregninger, og herudfra opstilles modeller. Dette notesæt beskæftiger sig næsten ikke med sådanne beregninger, men antager gennemgående, at de nødvendige parametre i fordelingsfunktionerne er kendte.
I det følgende studeres de mest almindeligt anvendte fordelinger inden for forsikrings-matematikken.

Diskrete fordelinger

Inden for forsikringsmatematikken anvendes følgende diskrete fordelinger hyppigt, nemlig

· Den geometriske fordeling

· Poisson-fordelingen

· Den negative binomial – fordeling.

Alle tre fordelinger er defineret i N eller N0. 

Den geometriske fordeling er en ventetidsfordeling, dvs. den kan i mange sammenhænge benyttes til at beregne sandsynligheden for en bestemt ventetid indtil forekomsten af en given begivenhed.

Poisson-fordelingen har en meget bred anvendelse inden for biolog, medicin, fysik og forsikring. 

Den negative binomialfordeling er en generalisation af Poisson-fordelingen.

Til mange praktisk formål inden for forsikringsmatematikken er Poisson-fordelingen en god tilnærmelse. Det har imidlertid vist sig, at når der er tale om et meget stort antal skader, vil det være nødvendigt, at anvende den negative binomial-fordelingen. 

Vi vil i det følgende se på de to første, idet primært Poisson-fordelingen behandles. 

Den geometriske fordeling

Definition

En stokastisk variabel X kaldes en geometrisk fordeling med parameter p, hvis sandsynligheds-funktionen er givet ved:
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Øvelse 1

Vis ved hjælp af DERIVE, at dette er en sandsynlighedsfunktion.

Øvelse 2.
Vis ved hjælp af DERIVE, at


E(X) = 
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Øvelse 3.
Se på et eksperiment med kast af en terning. Lad X være den stokastiske variabel, der angiver antal slag, der skal kastes, før der første gang kommer en sekser. Gør rede for, at X er geometrisk fordelt med parameter  
[image: image4.wmf]1
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Hvor mange slag skal man i gennemsnit vente på en sekser?

Hvad er sandsynligheden for at få en sekser i løbet af højst dette antal slag?

Øvelse 4.
Tegn grafen for X i Øvelse 3.

I forbindelse med naturkatastrofer benyttes betegnelsen returnperiode for middelventetiden mellem to begivenhder af en givent størrelse, dvs. 


Returnperioden = 1/p

Ordet returnperiode fordanskes ofte til returperiode.

Der gælder, at
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Øvelse 5.
Eftervis det sidste lighedstegn.

Øvelse 6.

Bestem P(X ( E(X)). Vis, at denne sandsynlighed går mod 1-e-1 ( 0,63, når p går mod 0. Dette kan tolkes på den måde, at hvis sandsynligheden p er lille, så er der ca. 63 % sandsynlighed for, at ventetiden højst er middelventetiden.

Øvelse 7.

Den 3.december 1999 ramtes Danmark af stormen Anatol. Regn med, at sandsynligheden for at blive ramte  af en storm af mindst denne styrke er på 3 % på et år. Hvad er middelventetiden mellem to af disse storme?  

Den geometrisk fordeling er uden hukommelse, idet der gælder
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Øvelse 8.
Gennemfør ovenstående overvejelse.

Hvis man har kastet med en terning, og har observeret 1000 kast uden en sekser, vil sandsynlig-heden for at observere en sekser i løbet af de næste 10 kast være den sammen som sandsynligheden for at få en sekser i de første 10 kast.

I det 20. århundrede er Danmark blevet ramt af 4 meget store og voldsomme storme (26.12.02, 17.10.67,  23.11.81 og 3.12.99). Disse storme omtales af meteorologer ofte som ”atmosfæriske bomber” eller ”atmosfæriske kanonkugler” og er karakteriseret ved meget store middelhastigheder og meget kraftige vindstød (op til 50 m/s) over store landområder.

Det bedste skøn for sandsynligheden for en sådan ”kanonkugle” pr. år er 0.05. Det kan altså udtrykkes:

P(Der kommer en ”kanonkugle” et givet år) = p =0.05.

Øvelse 9.

Hvad er returperioden mellem to ”kanonkugler”?

Et forsikringsselskab har vurderet, at i det tilfælde, hvor Danmark bliver ramt af en ”kanonkugle”, vil sandsynligheden for at få en samlet skadestørrelse på mere end 100 mio. kr. være på 0.1. Hvis X betegner skadesstørrelsen, kan det altså udtrykkes:


P(X > 100 mio.| der kommer en ”kanonkugle”) = r = 0.1.

Øvelse 10.

Bestem returperioden for en skadestørrelse på mere end 100 mio. kr. 

Når et forsikringsselskab skal vurdere risikoen ved stormskader, skal de altså både tænke på, hvor ofte, man kan forvente storme, og på, hvor store skaderne ved disse storme er. Begge disse fordelinger skal indgå i overvejelserne.

Poisson-fordelingen

Lige som den geometriske fordeling er Poissonfordelingen en diskret fordeling. Den kan antage alle heltallige værdier fra 0 til ∞. Poissonfordelingen er meget nyttig i mange anvendelser af statistik. F.eks. kan Poissonfordelingen benyttes til at beskrive antallet af alfa-partikler udsendt fra en given kerne, blodtælling og – siger litteraturen – antallet af dødsfald blandt prøjsiske soldater som følge af hestespark. Inden for forsikring benyttes den til at beskrive den tilfældige variation i antallet af skader. Et andet vigtig aspekt af Poisson-fordelinger er, at det er let at regne i og giver fornuftige reultater .

Definition:

En stokastisk variabel X kaldes en Poissonfordeling med parameter q, hvis tæthedsfunktionen er givet ved
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Øvelse 11.

Vis v.hj.a. DERIVE, at der overhovedet er tale om en sandsynlighedsfordeling.

Øvelse 12.

Vis v.hj.a. DERIVE, at middelværdien for X er q.

Øvelse 13.

Udregn v.hj.a. DERIVE summen 
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 , og vis ved hjælp heraf, at variansen for X også er q.

Øvelse 14.

Dette kan også vises  ”ved håndkraft”. Undervejs i beviset får du brug for at vide, at
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Lærerens bevis udleveres næste gang.

I DERIVE er Poissonfordelingen indbygget. Du kan bruge ordren poisson_density(x,q) til at beregne tæthedsfunktionen f(x), og ordren poisson_distribution(x,q) til at beregne fordelingsfunktionen F(x).

Øvelse 15.

Lad X være Poissonfordelingen med parameter 0,8. 

Beregn P(X=5), P(X=0) og P(X=10).

Beregn P(X(2), P(X(5) og P(X(4).

Bestem den mest sandsynlige værdi for X.

Tegn et stolpediagram for X.

En meget vigtig egenskab ved Poissonfordelinger er, at de er additive. Dvs. hvis X1 og X2 er to Poissonfordelinger med parametre q1 og q2, så er X1+X2 en Poissonfordeling med parameter q1 +q2 .

Øvelse 16.

Bevis dette ved hjælp af  DERIVE. 

Du skal altså vise:
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Du kan måske kun gennemføre ”DERIVE-beviset” ved at vælge et taleksempel.

Overvej, at 
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Øvelse 17
Gennemfør det generelle bevis ”ved håndkraft”.

Undervejs i beviset får du brug for hjælpesætningen
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Den kan du så passende vise. Evt. kan du nøjes med at lade DERIVE  udregne 
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 for nogle konkrete værdier af n og kontrollere, at det passer.

Lærerens udgave af dette bevis udleveres også næste gang.

Eksempel 18.
I et forsikringsselskab regner man med, at antallet af skadesanmeldelser er Poissonfordelt. Selskabet har tegnet 1000 skadesforsikringer med kunder. Det har det første år vist sig, at der i alt indløb 140 skadesanmeldelser. Selskabet vil nu gerne ud fra dette tal vurdere risikoen for, at der fra en tilfældigt valgt kunde indløber en skadesanmeldelse i løbet af de næste ni måneder.

Selskabet regner med, at antallet af skadesanmeldelser pr. kvartal fra denne kunde er Poissonfordelt. Parameteren kaldes q. Denne parameter vil vi først regne os frem til et bud på.: Da Poissonfordelinger er additive, vil antallet af skader på et år være Poissonfordelt med en parameter på 4q. For 1000 policer er den forventede værdi af antallet af skader derfor 4000q. Altså kan vi opstille ligningen 4000q =140 ( q = 140/4000 = 0,035.

For den enkelte kunde vil antallet af skader i en ni-måneders periode være Poissonfordelt med parameter 0,035 (3 = 0,105. Derfor kan vi nu beregne sandsynligheden for, at der ikke kommer en skadesanmeldelse:


P(X=0) = poisson_density(0,0.105) = 0,90

Øvelse 19.

Beregn sandsynligheden for, at der fra en tilfældigt valgt kunde kommer mindst 3 skadesanmeldelser i løbet af det næste år.

Øvelse 20.

Beregn sandsynligheden for, at to tilfældigt valgte forsikringstagere tilsammen har præcis en skade i løbet af det kommende år.

Øvelse 21.

Et forsikringsselskab har tegnet 4000 skadesforsikringspolicer. Efter det første år gjorde de resultatet op, og nedenstående tabel viser, hvor mange skader der blev anmeldt af de forskellige forsikringstagere.

	Antallet af skader
	Antallet af policer

	      0
	          3288

	      1
	            642

	      2
	              66

	      3
	                4

	      I alt
	          4000


Vis ved at prøve jer lidt frem (find først middelværdien), at antallet af skader på en enkelt police faktisk med tilnærmelse er  poissonfordelt. Hvilken parameter hører til denne Poissonfordeling?

Øvelse 22.

Under 2. verdenskrig blev nogle kvarterer i London tilsyneladende ramt hyppigere end andre af tyskernes bomber. I en nærmere undersøgelse af dette inddelte man London i 576 små områder. Nedenstående tabel viser, hvordan områderne fordelte sig efter antallet af bomber:

	Antal bomber
	      0
	     1
	      2
	      3
	      4
	      5

	Antal områder i London
	     229
	    211
	     93
	     35
	      7
	      1


Gør rede for, at observationerne kan beskrives ved en Poissonfordeling, og bestem den tilhørende parameter q.

Øvelse 23.
En type coli-bakterier antages at have en vis sandsynlighed for at mutere til en streptomycin-resistant form.

150 petriskåle med streptomycin-agar blev forsynet med hver 1 million Colibakterier. Muterer en bakterie, dannes en lille koloni, der overlever. Ellers slås bakterien ihjel af streptomycinet.

Nedenstående tabel viser antallet af petriskåle med hhv. 0, 1, 2, 3 og 4 bakteriekolonier.

	Antal bakteriekolonier
	       0
	       1
	       2
	       3
	       4

	Antal petriskåle
	      98
	      40
	       8
	       3   
	       1


Kan disse observationer beskrives ved en poissonfordeling?

Giv en vurdering af mutationssandsynligheden.
Kontinuerte fordelinger

Inden for forsikringsmatematikken anvendes ud over normalfordelingen bl.a. følgende kontinuerte fordelinger:


- den uniforme fordeling

- eksponentialfordelingen


- log-normalfordelingen


- Paretofordelingen

til beskrivelse af Skadesstørrelsen og af ventetiden mellem skaderne. Det er især når man skal beskrive sandsynligheden for de store og dyre skader, at man skal overveje, hvilken af disse fordelinger, der skal bruges. Som I vil se, er det sådan, at eksponentialfordelingen hurtigst går mod nul, herefter følger log-normalfordelingen, og til sidst kommer Paretofordelingen som den fordeling, der i størst omfang regner med muligheden for dyre skader.. Dvs. de tre fordelinger kan i nævnte rækkefølge karakteriseres som farlig, farligere og farligst.

Hvis en skadesstørrelse f.eks. følger en Parerofordeling med parameter tæt på 1, er det tvivlsomt, om det vil kunne lade sig gøre at forsikre denne risiko. Som eksempler på sådanne begivenheder kan nævnes de dyre udgaver af 


- stormskader


- jordskælv


- oversvømmelser

Den uniforme fordeling.
Dette er en meget simpel kontinuert fordeling. Den vil kun blive nævnt her og ikke brugt yderligere i dette notesæt.

Definition:

En stokastisk variabel X siges at være uniformt fordelt på intervallet [0,1], hvis tæthedsfunktionen er givet ved:
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Øvelse 24.

Vis, at dette er en tæthedsfunktion.

Øvelse 25.

Bestem den tilhørende fordelingsfunktion og bestem middelværdi og varians for denne fordeling.

Den uniforme fordeling er udgangspunkt for mange simulationer af stokastiske variable. Den hænger sammen med eksponentialfordelingen (se Øvelse 29).

Eksponentialfordelingen.

En stokastisk variabel X siges at være (negativ) eksponentialfordelt med parameter (, hvis tæthedsfunktionen kan skrives:
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Øvelse 26.

Vis, at dette er en tæthedsfunktion.

Øvelse 27.
Tegn grafen for denne tæthedsfunktion for et par værdier af (.
Øvelse 28.
Lad X være en eksponentialfordelt stokastisk variabel med parameter  ( = 0,7. Bestem sandsynlighederne P(1< X ( 3) og P(X ( 2,5).

Øvelse 29.
Vis, at hvis X er uniformt fordelt i intervallet [0,1], så er Y = -ln (X) eksponentialfordelt med parameter 1.

Øvelse  30
Bestem v.hj.a. DERIVE middelværdi og spredning for en eksponentialfordeling. (Husk at definere ( til at være positiv under ”Variabel Domain”).
Øvelse 31.

Bestem forskriften for den tilhørende fordelingsfunktion.

Øvelse 32.

Tegn grafen for fordelingsfunktionerne hørende til tæthedsfunktionerne fra Øvelse 27.
Af Øvelse 31 ses, at hvis  X er eksponentialfordelt, så gælder, at 1-F(x) er en eksponentielt aftagende funktion. Benyt dette  til:

Øvelse 33.
Et forsikringsselskab laver en opgørelse, der viser, at størrelsen på skaderne har fordelt sig på følgende måde:

	Skadesstørrelse ($)
	Frekvens (%)

	0 – 100
	18

	100 – 200
	15

	200 – 500
	30

	500 – 1000
	23

	1000 – 1400
	8

	Over 1400
	6


Gør rede for, at skadesstørrelserne kan beskrives ved en eksponentialfordeling, og bestem den tilhørende parameter.

Bestem hvor mange procent af skaderne, der ligger mellem 300$ og 800$.

Øvelse 34.
Lad X  være en eksponentialfordelt stokastisk variabel med parameter (. Så vistes i Øvelse 29, at middelværdien er ( =
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Det ses altså af øvelsen, at der er ca. tre gange så stor sandsynlighed for, at X falder i intervallet    [0, h] som at X falder i intervallet [( , ( +h]. Da  ( jo er en middelværdi, betyder det, at der også med jævne mellemrum  forekommer meget store værdier store værdier af  X.

Det har vist sig, at eksponentialfordelingen ofte kan bruges til at beskrive ventetiden (altså den tid der går mellem skaderne). Det ovenstående betyder altså, at der indimellem kan gå virkelig lang tid mellem skaderne, men at der oftest ikke går så lang tid (skaderne ”kommer i klumper”).

Øvelse 35.

Beregn P(X ≤ (). Hvor mange procents sandsynlighed er der altså for, at ventetiden er mindre end middelventetiden?

Øvelse 36.

Vis, at eksponentialfordelingen er ”uden hukommelse”, altså at:

P(X ( t +h | X ( t) = P (X ( h).

Dette betyder altså, at hvis ventetiden mellem flykatastrofer er eksponentialfordelt, og hvis man lige har haft en flykatastrofe, så vil det ikke ændre på sandsynligheden for, at der sker en ny katastrofe i næste uge. Dette er analogt til det, I viste om den geometriske fordeling.

Øvelse 37.

Man regner i modeller med, at returnperioden for meteornedslag i Danmark er 57 år. Vi går nu ud fra, at ventetiden T er eksponentialfordelt.

Bestem ( .
Bestem P(T < 1 år).

Bestem P(T >10 år).

Bestem P(T > 100 år).

Log-normalfordelingen.

Denne fordeling har vist sig at være meget nyttig, når forsikringsselskaber skal lave modeller for fordelingen af størrelserne på skadesanmeldelserne. Praktiske erfaringer understøttet af teoretiske argumenter viser, at denne fordeling er god til at beskrive skadesstørrelser i familie- og grundejerforsikringer. F.eks. ved brandskader (hvor en brand har bredt sig) vil man opleve en ”skæv” fordeling, der kan tilnærmes med en log-normalfordeling.

Definition

En stokastisk variabel X siges at være log-normalfordelt med parametre ( og (, hvis Y = lnX er normalfordelt med middelværdi ( og spredning (. Der er altså tale om en kontinuert fordeling med værdier i intervallet ]0, ( [.

Sætning 38.

Tæthedsfunktionen for en log-normalfordelt stokastisk variabel X er givet ved:
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Bevis:

Vi ser på fordelingsfunktionen for X:

F(x) = P(X ( x) = P(Y ( ln(x)) = FY(ln(x)).

Ved differentiation fås:

f(x) = F’(x) = (FY(ln(x)))’ = fY (ln(x)) 
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,   q.e.d.

Øvelse 39.

Vis ved hjælp af DERIVE, at der er tale om en sandsynlighedsfordeling, altså at 
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Øvelse 40.

Tegn ved hjælp af DERIVE grafen for nogle log-normalfordelinger. Vær opmærksom på at vælge et hensigtsmæssigt grafvindue.

Øvelse 41.

Vis ”ved håndkraft”, at middelværdi og varians for en log-normalfordeling er givet ved:

E(X) = exp((+ ½ (2) og Var(X) = exp(2(+(2)([exp((2)–1].

Øvelse 42.

Et forsikringsselskab har opgjort årets skadesanmeldelser, og størrelserne fremgår af skemaet:

	Skadesstørrelse  ($)
	Procentdel af anmeldelserne

	0-400
	2

	400-800
	24

	800-1200
	32

	1200-1600
	21

	1600-2000
	10

	2000-2400
	6

	2400-2800
	3

	2800-3200
	1

	3200-3600
	1

	Over 3600
	0

	I alt
	100


Vis, at observationerne kan beskrives ved en log-normalfordeling:  Beregn middelværdi og varians af disse observationer, og brug formlerne fra Øvelse 40  til at bestemme parametrene ( og ( (ved at løse to ligninger med to ubekendte. Det er ikke så svært, hvis du først dividerer Var(X)  med (E(X))2 og herudfra finder ( ). Kontroller, at tabellens tal passer med denne log-normalfordeling. Tegn grafen for fordelingen.

Pareto-fordelingen.

Selv om det har vist sig, at log-normalfordelingen kan være nyttig til at beskrive fordelingen af skadesstørrelser, har der dog vist sig et problem med at vurdere de meget store skader. Ganske vist er sandsynligheden for disse ret lille, men da de jo er dyre for forsikringsselskabet, kan det være farligt at undervurdere dem. Da selskaberne selv genforsikrer, er genforsikringsselskaberne interesserede i en beskrivelse, der ikke undervurderer de store skader.

I denne sammenhæng har pareto-fordelingen vist sig anvendelig. Som log-normalfordelingen er det en kontinuert fordeling.

Definition.

En stokastisk variabel X er Pareto-fordelt, hvis tæthedsfunktionen kan skrives:
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Øvelse 43.

Vis - gerne v.hj.a. DERIVE -, at dette overhovedet er en tæthedsfunktion.

Øvelse 44.

Bestem fordelingsfunktionen F(x).

Øvelse 45.
Vis, at middelværdi og spredning for denne fordeling er givet ved
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Du kan vise det enten v.hj.a. DERIVE (det kræver lige lidt snuhed!!!), eller ”ved håndkraft”.

Øvelse 46.

Tegn v.hj.a. DERIVE graferne for nogle pareto-fordelinger.

Hvis en stokastisk variabel X (skadesstørrelsen) er Pareto-fordelt med parametrene ( og M, og hvis der optræder en stor skade på f.eks. s, så vil fordelingen af skaderne større end s selv være en Pareto-fordeling med parametrene ( og s.

Dette kan ses af følgende:
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I Øvelse 42  fandt I forhåbentlig frem til, at observationerne kunne beskrives v.hj.a. en log-normalfordeling med parametre ( = 6,993 og ( = 0,468.

Nu vil vi gerne beskrive ”halen” i denne fordeling v.hj.a. en Pareto-fordeling. Denne Pareto-fordeling skal stemme overens med log-normalfordelingen for x = 2000 og x = 3000.

Øvelse 47.

Bestem parametrene ( og M for denne Pareto-fordeling. Tegn begge ”haler”, dvs. graferne for 

x ( 3000. (Vær igen opmærksom på grafvinduet, da funktionsværdierne er meget små).

Når forsikringsselskaber arbejder med Pareto-fordelingen, er de meget fokuserede på parameteren (. 

Øvelse 48.

Beregn middelværdier for Pareto-fordelinger med M = 2 og ( = 2, ( = 1.01  og ( =1.001.

Som det fremgår af Øvelse 48, gælder der, at jo tættere ( er på 1, jo ”vildere” kan de store værdier blive, og jo dyrere kan det altså risikere at blive for selskaberne. Som erfaringsgrundlag regner selskaberne for tiden med følgende (-værdier:


Bygningsbrand:
( ( 1,5


Motoransvar:

( ( 2,5


Jordskælv:

( ( 1,01


Storm:

( ( 1,01
Øvelse 49.

Beregn forholdet   
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 Vis, at dette forhold går mod en konstant, når h går mod 0.

Som det ses af Øvelse 41, er 
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Øvelse 50.

Udfyld følgende tabel:

	                    (
	                  (
	           P(X  (  ()

	             1.1
	
	

	             1.5
	
	

	             2.0
	
	

	             2.5
	
	

	             3.0
	
	

	             5.0
	
	


Da alfa for de fleste anvendelser er mindre end 5, ses af tabellen, at mindst 67% af  alle observationerne ligger under middelværdien. For naturkatastrofer, hvor alfa ligger mellem 1 og 1.1, gælder at mere end 90 % af alle observationer er mindre end middelværdien. Når en så stor del af skaderne er mindre end middelværdien, betyder det, at der også må forekomme meget store skader ind imellem.

Øvelse 51.

Et dansk forsikringsselskab har købt en stormskadegenforsikring på en sådan betingelse, at det danske selskab selv dækker alle stormskader under 10 mio. kroner, hvorimod genforsikringsselskabet dækker alle skader mellen 10 og 100 mio. kroner.

Regn med en Pareto-fordeling med M=10 og ( = 1.05.

Bestem P(X > 100) og P(X > 200) og forholdet mellem disse to størrelser.

Det kan altså konkluderes, at selv om forsikringsselskabet fordoblede sin maksimale dækning, så vil det kun (ca.) halvere sandsynligheden for, at skaderne gennembryder maksimumsgrænsen.

Eksempel.

D. 3.12.99 blev Danmark ramt af stormen ”Anatol”. Man kaldte den ”Det 20. århundredes værste storm”, selv om der faktisk har været fire andre storme af tilsvarende styrke. Den kostede mindst 12.5 mia. kroner for forsikringsselskaberne.

Vi definerer p = P(en storm dyrere end 12,5 mia kroner). Vi vil gerne vurdere sandsynligheden for at få en tre gange så dyr storm.

Som i Øvelse 51 beregnes forholdet 
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  , når ( er tæt på 1.

I fl. genforsikringsselskabet Munich Re vurderes p til at være 1/50 (altså en såkaldt halvtredsårsstorm). Heraf fås, at en storm, der er tre gange så dyr, vil være en 150 års storm.

Sammenhæng mellem eksponentialfordelingen og Poissonfordelingen.

Som I har set af de foregående sider, bruges Poissonfordelingen i mange sammenhænge til at beskrive antallet af skader i et givet tidsrum, og eksponentialfordelingen bruges til at beskrive ventetiden mellem to skader. Nu vil vi se, at der er en sammenhæng mellem disse fordelinger.

 Vi vil nemlig vise, at hvis ventetiden er eksponentialfordelt med parameter (, så er antallet af skader i tidsrummet [0,1] Poissonfordelt med parameter ( og omvendt.

Antag, at ventetiden T er eksponentialfordelt med parameter ( . Det vil altså sige, at 

P (T ≤ h) = 1-e-(∙h. Hvis (∙h er et lille tal, kan dette skrives som 1-e-(∙h =  1-(1-(∙h) =(∙h.  Lad X beskrive antallet af skader i tidsrummet [0,1].

Vi skal altså vise, at P(X = k) = 
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Vi inddeler nu tidsintervallet [0,1] i n små intervaller og går ud fra, at disse intervaller er så små, at der højst kan forekomme 1 skade i hvert af disse intervaller
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P( skade i første interval) = 
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Vi regner derfor med, at sandsynligheden for en skade i hvert af disse intervaller er 
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 . Da der som nævnt ikke regnes med muligheden af flere skader i de enkelte intervaller, ses, at X er binomialfordelt med parametrene n og 
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P(X = k) =
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Nu lader vi intervallerne blive mindre og mindre ved at lade n gå mod uendelig:

Øvelse 52.

Vis f.eks. ved hjælp af DERIVE , at der gælder følgende grænseovergange:
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Heraf ses så, at 
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, og det var jo det, vi ville vise.

Nu vises så den modsatte vej:

Antag altså, at antallet af skader i tidsrummet [0,h] er Poissonfordelt med parameter  (∙h for alle værdier af h. Vi vil nu finde fordelingsfunktionen for ventetiden T. Vi skal altså bestemme F(t) = P(X ≤ t).

Vi ser nu på et tidsrum [t , t + h]. Lad X være antallet af skader i tidsrummet [0,h]. Da eksponentialfordelingen er uden hukommelse (se øvelse 35), gælder

P(t < T < t + h | T > t) = P ( T < h) = P( X ( 1) = 1-P( X = 0 ) = 1- 
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Ved at lade h gå mod nul, fås 

F ’ (t) = ( ( ( 1 – F (t))

Øvelse 53.

Vis dette

V.hj.a. DERIVE løses denne differentialligning ( under betingelsen, at F (0) = 0), og vi får:

F (t) = 1 - 
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Da dette jo netop er fordelingsfunktionen for en eksponentialfordeling med parameter (, har vi vist, at eksponentialfordelingen og Poissonfordelingen ”hænger sammen”. Det er altså ingen tilfældighed, at begge disse fordelinger optræder sammen, f.eks. ved beskrivelsen af radioaktive henfald.

Fordelinger uden hukommelse.

Som det er nævnt flere gange, er eksponentialfordelingen uden hukommelse. Det betyder:

P ( X > t + s | X > t) = P ( X > s)  (
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Vi vil nu undersøge, hvilke fordelinger der har denne egenskab. Vi går altså ud fra, at X er en kontinuert stokastisk variabel uden hukommelse.

Så indføres hjælpefunktionen  L (t) = ln (P (X > t),  hvor t > 0 . 

Øvelse 54.

Overvej, at L er en aftagende funktion, og at L (0) = 0.

Vi går ud fra, at funktionen P(X> t) er differentiabel. Dermed er også L (t) differentiabel.

Nu gælder:
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L ( t + s) = L( t) + L( s) (
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Ved at lade s gå mod nul får vi (idet vi antager, at L er en differentiabel funktion):

L’(t) = L’(0)

Da L er aftagende, er L’(0) et negativt tal, som vi nu kalder  -(..
Så fås altså:

L’(t) = - ( (  (da L(0) = 0 )

L (t) = -( ∙ t  (
P (x > t) = 
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P( X < t ) = 1 - 
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Dette viser netop, at X er eksponentialfordelt, og altså har vi fundet ud af, at denne type fordeling er den eneste uden hukommelse.
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