Funktioner

1. 
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x3

Til hvilket punkt svarer personerne?

Liv____
Gry____
Ole____
Hans____

2. 

1.z. skal holde fest. Der bliver indkøbt dug, lys og servietter for 350 kr. Til mad og drikke regnes med 65 kr. pr. elev. 

a) Angiv en regneforskrift for den funktion y=f(x) som angiver hvad 

    festen koster i kroner, når x elever kommer til festen.

b) Hvad kaldes denne funktionstype og hvorfor? Hvad er Dm(f) ?

3. 

Hanne er på en lang biltur og må standse nogle gange for at fylde benzin på. 
Diagrammet nedenfor viser hvor meget benzin hun havde i tanken.
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a) Hvor mange liter benzin havde Hanne i tanken efter 120 km?

b) På hvilken strækning havde Hanne mindre end 10 liter i tanken?

c) Hvor mange tankstationer stoppede Hanne på? (begrund svaret)

d) Hvor langt var Hanne kommet, da hun købte mest benzin? (begrund svaret)

e) Hvad kaldes funktionstypen med denne graftype? Angiv forskrift for funktionen y=f(x), hvor x er km-afstanden og y=liter benzin.

f) Hvor langt kører bilen pr. liter? Sammenhæng med forskriften?


g) Hvad er værdimængden for funktionen og hvilken sammenhæng 
    har den med benzintanken?

4. 


Hvert punkt i dette diagram står for en pose sukker.



xF

xE
          xD

xA

xC

    xB

a) Hvilke poser har samme vægt? Hvilken pose vejer mest?

b) Hvilke poser koster lige meget? Hvilken pose koster mest?

c) Hvilket af poserne B og E kan det bedst betale sig at købe? (Begrund svaret)

d) Hvilke 2 poser vil være lige givtigt at købe? (Begrund svaret)

5.

Per løber 400 m. Han åbner raskt, efter 200 m bliver han træt og farten sættes ned. Da han nærmer sig mål spurter han. 

a) Tegn en mulig graf der viser farten som funktion af tiden:

b) Tegn for samme løb en graf for distancen som funktion af tiden.

6. 


Tabellen viser en sammenhæng mellem x og y.

	x
	1
	4
	7
	10
	13

	y
	8
	11
	14
	17
	20



Sæt ring om hvilken regneforskrift der passer til tabellen.


y=8x                  y=x2+7

y=x+7             

7.



Skriv en historie som passer til denne funktions-sammenhæng

y=25x + 20

8. 

Forestil dig at du skal op på 3. sal og besøge din bedstemor. Der vil være en funktions-sammenhæng mellem den tid du bruger og den højde du er kommet op i. 

Skitsér 3 forskellige grafer der viser hvordan du kan gå op. Skriv ved hver graf en forklaring, der passer til grafen.


a)




b)


c)




9. 

a) Tegn grafen for funktionen  y =2x-1 i koordinatsystemet 
(1 tern = 1 både på x- og y-akse). 

b) Hvad skal definitionsmængden være, hvis hele grafen skal kunne ligge i det viste udsnit af koordinatsystemet?



10.

I opgave 1-9 har du arbejdet med funktioner og sammenhænge på fire forskellige måder.

Du har set...

a) ...en sproglig beskrivelse (fx opg. 2 og 7)

b) ...et regneudtryk (fx opg. 9)

c) ...en tabel (fx opg. 6)

d) ...en graf i et koordinatsystem (fx opg. 3)

Lav din egen opgave hvori der er en sammenhæng mellem to størrelser.

Beskriv opgaven på 4 forskellige måder ud fra punkt a)-d). Du skal være parat til at fremvise opgaven for klassen.

Ligefrem- og omvendt proportionalitet

11.

Ligningen for en ret linie har formen y= ax + b. Hvis a=2 og b=-3 bliver ligningen y= 2x-3. Hvis nu a=3 og b=0 bliver ligningen y=3x. Kaldes den første funktion for f og den anden funktion for g, kan du derfor skrive:


f(x) = 2x-3


g(x) = 3x

Udfyld tabellen.

	x
	1
	2
	3
	8
	16

	f(x)
	
	
	
	
	

	g(x)
	
	
	
	
	


a) Hvad sker der med g(x) hvis x fordobles, tredobles eller 4-dobles?

b) Gælder det samme for f(x)?


Som du kan se af definitionen, er en ligefrem ”proportionalitet” blot en lineær funktion, hvor b=0. Grafen for en ligefrem proportionalitet går gennem (0,0).


Graf for en 

proportionalitet:

12.


Afgør hvilke funktioner der er proportionaliteter. Begrund ved bl.a. 
at tegne graferne for funktionerne.

a) f(x) = 5x
d) i(x) = -2x

b) g(x) =-x
e) j(x) = 3x+3

c) h(x) = x+1
f) k(x) = (x(
13.

Afgør for hver af følgende funktioner, om der er tale om en (ligefrem) proportionalitet. Opskriv regneforskrifter for f, g og h.

	x
	1
	2
	4
	8
	16
	32

	y
	½
	1
	2
	4
	8
	16



f: 

	x
	-4
	-2
	0
	2
	4
	8

	y
	-9
	-5
	-1
	3
	7
	15



g:

	x
	-4
	-2
	0
	2
	4
	8

	y
	5
	2.5
	0
	-2.5
	-5
	-10



h:
14.


Temperatur kan måles i forskellige enheder:

Celsius ((C): Opkaldt efter svenskeren Anders Celsius (1701-1744). Denne temperaturenhed anvendes over hele verden og er international standard.

Fahrenheit ((F): Opkaldt efter Daniel Fahrenheit (1686-1736). Anvendes stadig i engelsktalende lande, der dog i stigende grad går over til at måle i Celsius.

Réamur ((R): Opkald efter René-Antoine Ferchault de Réaumur (1683-1757). Anvendes næsten ikke mere, kan dog forekomme i Frankrig.

Kelvin ((K): Opkaldt efter Lord Kelvin (1824-1907). 

0(K (=-273,16(C) er den lavest mulige temperatur, det absolutte nulpunkt. Anvendes indenfor videnskab og teknik.

Følgende forskrifter viser, hvordan temperaturer målt i grader Celsius kan omregnes til hver af de andre enheder:

F(x) = 1,8x + 32,   R(x) = 0,8x,   K(x) = x + 273

hvor x er temperaturen målt i (C.

a) Afgør for hver af de tre måleenheder, om den er ligefrem proportional med måleenheden (Celsius.

b) Vands kogepunkt er 100(C og dets frysepunkt er 0(C. Bestem vands koge- og frysepunkt i henholdsvis Fahrenheit, Réamur og Kelvin.




15.

Forestil dig Wilson Kipketer i gang med et 800m løb. 
Den tid han er om at løbe de 800m afhænger af hans gennemsnitshastighed.

Hvis vi kender hastighed og vejlængde, kan tiden beregnes sådan:
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a) Udfyld tabellen og tegn grafen for tid som funktion af hastighed.

	hastighed (m/s)
	2
	2,5
	3
	3,5
	4
	6

	løbstid (s)


	
	
	
	
	
	


b) Hvad sker der med løbstiden, når hastigheden fordobles og tredobles? Er der tale om proportionalitet?

c) Wilson Kipketer satte verdensrekord i 800m løb i 1997 med tiden 1 min. 41sek. og 11 hundrededele. Hvad var hastigheden i m/s?


Grafen for en omvendt proportionalitet er en hyperbel. Den har 2 grene (én for x<0 og én for x>0), der ligger i modsatte kvadranter i koordinatsystemet.

16.

Forklar hvorfor sammenhængen mellem tid og hastighed er omvendt proportional i opg. 15 (du tegnede højre gren af hyperblen).

17.

a) Hvilke kvadranter ligger hyperblen i hvis a>0? (tegn eksempel)

b) Hvilke kvadranter ligger hyperblen i hvis a<0? (tegn eksempel)

18.


Punkterne (3,3), (-2½,-4½) og (1½,6) ligger på en hyperbel. 

Bestem forskriften for hyperblen, dvs. y som funktion af x.

19.

Find andre sammenhænge fra hverdagen, der er omvendt proportionale.

AutoGraph 2.0
AutoGraph er et computerprogram, som gør det nemt for dig at tegne og undersøge geometriske figurer og grafer i koordinatsystemet. Programmet omhandler også emner fra 2.-3.G og kan meget det samme som TI83, men flot!

Når du åbner AutoGraph ser det sådan her ud efter du har maksimeret vinduerne. Dog er grafen tilføjet for illustrationens skyld.
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Programmet er opbygget som andre Windows-programmer. Kommandoerne findes ofte både som knapper og i menuerne. 
Mulighederne i Object-menuen afhænger af, hvad du har markeret. 

Introduktionsøvelser til AutoGraph

a) Begynd med at maksimere vinduerne og skriv Jeres navne i en tekstboks som hentes i menuen Axes. Placér den øverst til venstre.

b) Indtast forskrift for den lineære funktion y=0.8x+1. Name er f(x).

c) Vær sikker på at Markér pilen er valgt – se figur på foregående side. Klik og højreklik på grafen og få en tabel over funktionsværdier fra –5 til 5.

d) Klik og højreklik på grafen og vælg Solve f(x)=0. Bemærk ændringen. Gå ind i Results Box i menuen View og få talværdien på løsningen til ligningen f(x) = 0. Passer den?

e) Afsæt punkterne (-1,1) og (2,-1)  (brug knappen på værktøjslinien) Markér begge med (SHIFT+klik) , højreklik og vælg Straight line. Se liniens ligning i View/Results Box. 

f) Markér begge linier og vælg Solve f(x)=g(x) i højreklik-menuen. Se skæringspunktet på figuren og i Results Box.
g) Markér linien y=0.8x+1 og vælg Enter cursor on curve (vælg x=5, bemærk punktets beliggenhed). Højreklik på punktet og tegn en cirkel med centrum i punktet og r=2. 
Få en pænere tegning ved at klikke på Equal Aspect knappen (den blå cirkel oven i koordinatsystemet).
Se cirklens ligning i View/Results Box.
h) Afsæt et punkt på cirklen (Højreklik på cirkel -> Enter cursor ) og tegn tangenten i punktet (Højreklik på punkt -> Tangent)

i) Træk centrum langs linien hen til (0,1) (koordinaterne ses nederst t.v.). Figuren kaldes dynamisk.
Opdater Results Box i højreklik menuen, der fås ved at klikke på cirklen og se ligningen for den flyttede cirkel.

j) Indtast (menuen Data/Enter coordinates..) de tre punkter (0,0) , (1,1) og (2,4). Markér de tre punkter, højreklik og vælg Quadratic. Hvad sker?
Se forskriften i Results Box. Prøv at trække i eet af punkterne. 

k) Slut af med at kopiere dels en udvalgt graf, dels ligningerne og dels hele siden over i et Word-dokument (menuen Page).
Øvelserne illustrerede en lille del af mulighederne i programmet. 

Nu skal I til at bruge AutoGraph til undersøgelse af funktioner:

20.


Indskriv regneforskriften y=3x2-5x+2 og find værdimængden for funktionen p(x)=3x2-5x+1 , x([-1,2[. 
Tips: Vælg passende akser og indsæt en cursor på grafen. Cursoren bevæges langsomt ved at bruge CTRL+piletast. Dens koordinater ses nederst t.v. i programvinduet.

21. 


a) Skriv forskriften for den lineære funktion f(x)=ax+b. Selv om du ikke opgiver a og b værdierne tegner AutoGraph alligevel en linie !
Hvilke værdier af a og b bruger programmet?

b) Klik på Constant controller knappen (se fig. på forrige side) og 
vælg b. Ændr værdien af b og følg med på grafen. 

c) Hvilken sammenhæng er der mellem konstantleddet b og linien?
Kan I bevise dette ved at bruge forskriften f(x)=ax+b ?

d) Lav en tilsvarende undersøgelse hvor I varierer konstanten a (navn?). 

22.


Find for hver funktion dens eventuelle nulpunkter. Gør prøve!

a) y1 = 5x-1



b) y2 = -x2+4x +5



c) 
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(  husk at √x = sqrt(x)  )



d) y4 = -1.2/x+2

e) y5=(x-2(-2  
(husk at  (x( = abs(x)  )


23.

Genbrug funktionerne fra opgave 12. Find funktionsværdierne

y1(2), y(6)  og y5(-2).  Løs ligningerne y(x)=1  og  y4(x)=1.8.

24. 


a) Lav en animation som illustrerer hvad der sker med grafen y=ax+2 når a ændres fra 0 til 10 i trin på 1. Tips: Klik på Family(Animation i Constant controller. Brug langsomste hastighed.

b) Gentag spøgen med funktionerne y=0.5x+b, hvor b=-2,-1,0,1,2,3.

25*.


I opgave 14 har du arbejdet med små funktionsfamilier med 10 
og 6 funktioner (én funktion for hver værdi af a henholdsvis b).


Prøv at tegne familien af funktioner med forskriften 
y=mx+m2 
hvor m varierer fra –10 til 10 i trin på 0.2. Hvor mange funktioner?


Kan du evt. formulere en hypotese?


Tips: Klik på grafen for y=mx+m2 (hvor m=1) og benyt Constant 
controller(Family(Family plot. Indstil m.

Funktioners monotoniforhold

En funktion hvis graf går opad kaldes voksende, mens den kaldes aftagende hvis grafen går nedad (se evt. en mere præcis definition s. 204ff i bogen).

For en voksende funktion gælder altså at funktionsværdien vokser, når x vokser. Det omvendte er tilfældet for en aftagende funktion.

Hvis grafen nogle steder går op og andre steder ned kan man ofte inddele x-aksen i intervaller hvor funktionen enten er voksende eller aftagende. Sådanne intervaller kaldes monotoni-intervaller, se eksemplet fig. 10 side 205 i bog!

26. 
Kan man sige noget om konstanterne a og b i funktionen f(x)=ax+b 

når det oplyses at f(x) er voksende?    Hvad hvis f(x) er aftagende?

27. 
En funktion g(x) defineret i [-2,4½[ er voksende i intervallet [-2,0],

aftagende i [0,2], konstant i [2,3½] og voksende i [3½,4½[. 

(dette kaldes monotoniforholdene). 


Skitsér en mulig graf.

28.
Tegn grafen for funktionen f(x) = 0.5x3-3x2+2x+3, x([-1,5]


a) Beskriv dens monotoniforhold efter samme recept som i opg. 27.


b) Hvad er dens maksimum og minimum?


c) Hvad er maksimums- og minimumsstederne? (se s. 205 midt)?

29.
Beskriv monotoniforholdene for funktionen  f(x)=x2-4x+5, helst

uden at tegne grafen nøjagtigt! Angiv minimumsstedet.

30. 
Et andengradspolynomium p(x)=3x2+bx+c har rødderne –2 og 6. 
Beskriv dets monotoniforhold. Tip: Lav en skitse.

31.
Beskriv monotoniforholdene for funktionerne (x, (x( og 1/x 
(husk at (x og 1/x ikke er defineret for alle tal – tegn fx graferne i 
AutoGraph først, her skal du bruge at (x =sqrt(x) og (x( =abs(x) )

Løsning af ligninger 


For ligninger (og uligheder) findes to løsningsmetoder som supplerer

hinanden godt, nemlig grafisk og ved beregning.

Lad os fx se på ligningen  2x-2 = -x+4, hvori x skal bestemmes.




Vi løser den først grafisk ved at tegne graferne for y = 2x-2 og 

           y = -x+4 i koordinatsystemet. Løsningen aflæses som 1. koor-
           dinaten til skæringspunktet. Altså:



Først aflæser tegnes de to grafer i samme kooridinatsystem:
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På x-aksen aflæses nu skæringspunktets x-værdi til 2. Da der

er tale om en aflæsning, skal man gøre prøve: 2(2-2 = 2 = -2+4  OK

Løsningen til ligningen er altså x=2  (grafisk metode)




Hvis du ikke har et program, er det ikke altid så praktisk at tegne graferne for ligningens to sider. I ligningen 123x – 1003 = -102x + 1 vil det – selv med et program – være meget uoverskueligt. 


Bl.a. derfor er det nødvendigt at kunne beregne skæringspunktet.


Det er også nødvendigt, når man vil arbejde mere teoretisk med 

funktioners egenskaber, og værdierne af a og b ikke er fastlagt.




















Et alternativ til den grafiske løsning er beregning:

2x - 2 = -x + 4






2x - 2 + 2 = -x + 4 + 2
Læg 2 til på begge sider

2x = -x + 6










2x + x = -x + x + 6
Læg x til på begge sider

3x = 6











3x/3 = 6/3

Dividerer med 3 på begge sider

x = 2

Hermed er løsningen fundet. Her er det i princippet overflødigt at gøre

prøve, da ligningerne undervejs er ensbetydende. Gør det alligevel!


y-koordinaten til skæringspunktet mellem højre- og venstresidens

grafer kan findes ved at sætte x-værdien ind på én

af siderne. Hvis den venstre vælges får vi:


y = 2x - 2 = 2 . 2 - 2 = 4 - 2 = 2







Skæringspunktets koordinater er altså (x,y) = (2,2). 




32.


Løs ved hjælp af AutoGraph ligningerne grafisk og gør prøve!:











a) 6x + 4  = -3x + 13










b) -2x+5  = x2 –6x


c) 
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 = 0,5x - 2


d) Løs opgave a)-c) med TI83 !

Der er intet i vejen for at at løse to ligninger med to ubekendte grafisk med AutoGraph. Som ovenfor tegnes de to grafer men denne gang er både x- og y-koordinaten til skæringspunktet en del af løsningen. Husk at gøre prøve!

33.


a. Ligningerne 3x-y=2  og  2y+x=2  (unødvendigt at isolere y)



b. Summen af to tal x og y er 20. Forskellen på  tallene er 4.


 
    Opstil selv ligninger og find tallene.

34.

På årets længste dag er dagen 10 timer og 54 minutter længere end natten.

Hvor lang er dagen?



Parabler

35.

Funktionsforskriften for en parabel er y = ax2+bx+c. 

Indtast forskriften i AutoGraph (med bogstaver) og betragt parablen.

Check at den har forskriften y=x2+x+1, dvs. a=b=c=1.

Brug View/Constant Controller  til at undersøge I) hvordan parablens form ændres når a-værdien øges  og  II) hvordan formen ændres når a gøres negativ. Kopiér eksempler på begge dele over i et Word-dokument eller tegn selv skitser af fra skærmen.

Brug dernæst View/Constant Controller  til at undersøge om parablens form afhænger af konstanterne b og c. 

Kan man sige noget om hvordan a, b og c påvirker parablens beliggenhed?

36.

Indtast og tegn grafen for funktionen f(x) = (x-h)2+k  
(AutoGraph tegner automatisk udgaven med h=1 og k=1). 

Prøv at variere først h og så k med View/Constant Controller. 
Sæt fx stepværdien til 1. 
Bemærk at alle parablerne har samme form (hvorfor? – se opg. 35), dvs. de kan fås af hinanden ved ”parallelforskydning”.

Hvilken sammenhæng er der mellem parablen og h og k-værdierne ?

37.

Tegn en parabel med rødderne 1 og 3 og toppunkt i (2,-1):  

Afsæt først de tre punkter. Afmærk så alle tre punkter samtidig med SHIFT KLIK. Højreklik og vælg Quadratic (3 pts) hvorved parablen tegnes. Dens forskrift ses nederst til venstre i vinduet.

Udregn nu i hånden (x-1)(x-3). Sammenhæng med ovenstående?

Træk i roden 1 og flyt den til (0,0). Hvad sker med graf og forskrift?

Tegn endelig grafen for p(x) = 0.5(x-4)(x+1). Hvilken sammenhæng er der mellem grafen og regneforskriftens udseende?

38.

Afsæt tre punkter og tegn en parabel som først på fig. 18 s. 226 i Mat 1-bogen (grene opad, toppunkt i 1. kvadrant).

Aflæs forskriften for denne parabel nederst i vinduet og kontrollér at a>0, b<0 og d<0. 

Hvorledes ville man uden AutoGraph kunne finde a, b og d ´s fortegn?

Frembring een af de andre parabeltyper ved at trække i punkterne og kontrollér de angivne fortegn for a og d.

39.

Løs ligningen x2-4x+1= 0.5x-1 ved at tegne og aflæse skæringspunkterne mellem de to grafer (kun x-værdierne!) 
Ønskes en mere præcis aflæsning skal du markere begge grafer (de bliver sorte), højreklikke og vælge Solve f(x)=g(x)..  Skæringspunkterne ses nu i View/Results box.

Løs også uligheden x2-4x+1< 0.5x-1 inden du forlader tegningen.

Hvordan ville du løse ligningen og uligheden ved beregning?

40.

Tegn graferne for y= x2-4x+1 og y=0.5x+k og benyt Constant Controller til at afgøre for hvilke værdier af konstanten k der overhovedet er løsninger til ligningen x2-4x+1=0.5x+k  ?

Afgør for hvilke værdier af e der er 0, 1 eller 2 løsninger?

Hvordan ville du løse den samme opgave ved beregning?

41.

Find ligningen for parablen gennem (-1,6), (0,1) og (3,-2) ved at tegne den og aflæse ligningen i vinduet.

Hvorledes ville du ved beregning kunne løse den samme opgave?

42.

Løs opgave 1069 i Mat 1 Ø-bog med AutoGraph.

Hvorledes ville du ved beregning kunne løse den samme opgave?

43.

Tegn linien med ligningen y=ax+3 og bestem ved brug af Constant Controller en værdi af a, så den går gennem punktet P(6,6).

Hvordan kunne a bestemme ved beregning? 

44.

Tegn parablen med ligningen y=0.5x²-kx+k og bestem ved brug af Constant Controller en værdi af k, så den går gennem punktet (2,4).

Hvordan kunne k bestemme ved beregning? 

Hvilke fordele/ulemper kan beregningsmetoden siges at have?

45.

Løs opgave 1050 med AutoGraph. Brug Zoom Out for at kunne tegne brobue-parablen i det beskrevne koordinatsystem (afsæt tre punkter, den går igennem..). Brug en cursor til at aflæse hængernes længder.

Hvorledes ville du ved beregning kunne løse opgaven?

Tegn graferne for f(x)= x2-3x+2 og for g(x) = |x2-3x+2| i samme koordinatsystem  [ Husk at |y| = ”y numerisk” = abs(y) ].

Hvilken sammenhæng er der mellem de to grafer?

Hvorledes ville du uden AutoGraph tegne grafen for h(x) = |2x-4| ?

Hvad med k(x) = |2x-4|+2 ?

Nedskriv en konklusion om hvad der sker med en graf, hvis man a) sætter numerisk tegn om funktionsudtrykket    eller  b) lægger en konstant fx 2 til funktionsudtrykket.?
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Hvilken funktionssammenhæng passer til denne historie?:





y kroner er det du må betale for x kg kartofler, som koster 4 kr. pr. kg.
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Definition:





En funktion med forskriften 





			f(x) = � EMBED Equation.3  ��� 	





kaldes en omvendt proportionalitet (NB: Tallet a må ikke være 0 !)





Da man ikke kan dividere med 0 er Dm(f) = R/{0}.





Definition:





En funktion med forskriften 





			f(x) = ax, 	hvor a(0





kaldes en (ligefrem) proportionalitetl.
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