Mat. GHG 04/NJ.

Fourieranalyse.
Når man analyserer et lydsignal plejer man ofte at opløse signalet i de forskellige frekvenser det indeholder. Man siger så at man har lavet en fourieranalyse eller at man har bestemt fourierspektret.
I de simple tilfælde taler man om at der er en grundtone samt forskellige overtoner.

Den matematiske baggrund for dette er følgende:

En periodisk funktion, 
[image: image1.wmf]()
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med perioden T kan tilnærmes med en konstant plus en sum af harmoniske funktioner. Mere præcist:
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Jo flere led der medtages jo bedre bliver tilnærmelsen. Grunden til at man skriver 
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 og ikke blot 
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fremgår senere.

Hvis alle leddene medtages gælder der lighedstegn (hvis f er tilstrækkelig pæn). Dvs.
Sætning 1:

For en funktion, f(x) med perioden T (som er tilstrækkelig ”pæn”) gælder
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Eks. 1 
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Denne funktion er jo ikke periodisk, men ved at spejle den i linien 
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osv. fås en periodisk funktion med periode 
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. Følgende funktioner defineres
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opg.1 Tegn de forskellige funktioner i samme koordinatsystem. Som det forhåbentlig fremgår tilnærmes 
[image: image11.wmf]()
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bedre og bedre (i det givne interval). Læg mærke til at der kun optræder led med cosinus!?

Dette hænger sammen med at f er en lige funktion. Det er cosinus jo også!

Opgaven er nu at finde en metode til bestemmelse af de såkaldte fourierkoefficienter 
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Lad os starte med resultatet og så se om vi kan bevise det bagefter.

Sætning 2:
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For bedre at kunne overskue dette så lad os lige prøve at opskrive udtrykkene hvis f(x) er periodisk med perioden 
[image: image14.wmf]2
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eks. 2

Lad os se på funktionen fra eks.1. Ifølge sætning 2 fås
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Dette kan sammenfattes ifølge sætning 1 til
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Opg.2

Udregn ovenstående integraler evt. ved brug af DERIVE. Husk at k er et helt tal (integer!).

Opg.3
Bestem fourierrækken for funktionen 
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 (savtakfunktion)
Kommenter resultatet set i lyset af at g er ulige!

Opg.4

Bestem fourierrækken for ”firkantfunktionen” 
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Lad os nu se om vi kan bevise sætning 2 (beviset for sætning 1 er temmelig tungt og omfattende så det springer vi over).
For overskuelighedens skyld beviser vi det kun for en funktion med periode 
[image: image20.wmf]2

p

. Beviset kan dog uden de store problemer generaliseres til en vilkårlig periode.
Vi har altså en funktion f som ifølge sætning 1 kan skrives
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Som en hjælp til det endelige bevis viser vi (ved hjælp af DERIVE) først de såkaldte ortogonalitetsrelationer
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(grunden til at de kaldes ortogonalitetsrelationer er at funktioner kan opfattes som en slags vektorer, der med indførelse af et passende skalarprodukt,  kaldes ortogonale, netop hvis skalarproduktet er nul)
Vi er nu klar til at vise sætningen idet der oplagt (?) gælder
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hvoraf det ønskede resultat følger ved division med 
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Lad os nu se på en konkret anvendelse. Vi ser på en guitarstreng med længden L. Hvis vi skal frembringe en lyd med denne kan vi ”anslå” den på forskellige måder idet vi kan hive forskellige steder på strengen. Vi ser på to forskellige tilfælde

a) Vi hiver midt på strengen.

b) Vi hiver en tredjedel af længden inde på strengen.

Hvis man hører godt efter kan man høre at det lyder lidt forskelligt. Hvis vi prøver at opløse lyden i de forskellige frekvenser vil vi også se at de forskellige overtoner optræder med forskellig styrke. Nogle af overtonerne mangler endda helt.

Lad os prøve om vi kan finde en matematisk forklaring på dette.

Vi ser først på tilfælde a:

Hvis strengen trækkes afstanden d op på midten vil strengens form følge funktionen
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(denne funktion kan let indskrives i DERIVE ved hjælp af den såkaldte CHI-funktion)
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Teoretisk set vil strengen så blive ved med at svinge med denne form.

Vi kan nu lave en fourieropløsning af f(x) idet vi udvider den som en ulige funktion. 

Dvs. f(-x) = -f(x). Desuden forestiller vi os at den gentager sig selv med perioden 2L.
I intervallet fra –L til L bliver forskriften så
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[image: image29.wmf]
Denne funktion kan vi nu lave fourieranalyse på. Vi får så idet perioden er 2L
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Da f er ulige bliver alle 
[image: image31.wmf]k

a

’erne lig med nul! Der bliver således kun sinusleddene tilbage.
Ved hjælp af DERIVE finder vi (vis det!!)
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[image: image33.wmf]
o.s.v.

Det viser sig at alle de lige koefficienter bliver nul. For de ulige gælder at 
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(skiftevis plus og minus)
Altså  
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DERIVE kan også beregne dette direkte med kommandoen FOURIER(f(x),x,-L,L,5) hvor femtallet angiver at der skal medtages 5 led.

Hvilke frekvenser svarer dette så til?

Som bekendt gælder formlen 
[image: image36.wmf]vf
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 og dermed 
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Grundfrekvensen svarer til den længste bølgelængde dvs. 
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. Hvis ikke vi kender bølgehastigheden kan vi ikke umiddelbart beregne frekvenserne med denne formel, men vi kan beregne overtonernes frekvens i forhold til grundtonens frekvens. Første overtone 
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 er ikke til stede, anden overtone 
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 er der med en amplitude med størrelsen 
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 af  grundtonens amplitude osv. (minustegnet er her uden betydning).
Lad os nu se på tilfælde b. Strengens form følger her funktionen
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hvor g igen er udvidet til en ulige funktion og tænkes fortsat med perioden 
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Fourieropløsningen findes med DERIVE og man får (vis det!!!)
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Som det ses er 1. overtone 
[image: image46.wmf]21
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 nu dukket op med amplituden ¼ af grundtonens. Til gengæld er 2. overtone, 
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 forsvundet o.s.v.
Disse resultater kan så efterprøves eksperimentelt!

Når der laves eksperimenter er der visse praktiske problemer med at få lavet en fornuftig fourieropløsning.
· For det første kender man jo ikke et funktionsudtryk for den funktion der skal analyseres. Man kender kun funktionsværdierne til et vist antal tidspunkter. Dette gør at der er en maksimal frekvens, 
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er tiden mellem to på hinanden følgende målinger. Dette skyldes at en højere frekvens vil svare til en funktion der svinger flere gange i løbet af en periode på tiden 
[image: image50.wmf]t
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, hvilket ikke har mening når der ikke er nogle målinger.
· Man kender ikke funktionens periode på forhånd!?
· Når der er ”valgt” en periode svarende til en vis opløsning af frekvens, skal der beregnes tilnærmelser til en hulens masse integraler, hvilket kræver en voldsom mængde udregninger. Jo større opløsning jo flere udregninger. Dvs hvis man vælger en unødigt lang periode skal man lave en masse unødvendige udregninger.
· Endelig vil lydstyrken ofte aftage i løbet af kort tid således at funktionen ikke er helt periodisk!?

Der findes flere forskellige computerprogrammer der løser disse problemer. De fleste af dem benytter såkaldt ”Fast Fourier Transform” (FFT), som jeg dog ikke vil komme nærmere ind på her!

Det afgørende er at det begrænser de nødvendige udregninger voldsomt således at de kan udføres hurtigt. Til gengæld bliver det ikke helt præcist.
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