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Funktioner af to variable, et undervisningsforlgb ned CAS.

Funktioner af 2 variable
Et undervisningsforlgb med CAS
(2-20 timer)

Dette undervisningsforlgb er udviklet og afprgvet under projekté Naturvidenskab i
Verdensklasse.

Ngdvendig forudseetning: Differentialregning + et CAS redskab.
Andre forudseetninger: Begraenset kendskab til vektorer.
Forlgbet kan gennemfgres uden yderligere litteratur.

Kapitel 4 handler om Taylorpolynomier og funktioner af to variable og karsdadhandles
uafhaengig af de forrige kapitler. Dette geelder ogsa det eksperilméntib (ca. 2-5 timer) om
Taylorpolynomier for funktioner af 1 variabel i dette kapitel.

Alle dele af materialet kan gennemfgres med leereren som konsulent géaedgte seancer. Det
kan gennemfgres fra slutningen af 2.g pa A+ niveau.

Vi skal i det fglgende beskeaeftige os med funktioner af 2 variable, ogi\steil udstraekning udnytte
CAS veerktgjer som Derive, Mathcad, Maple, Tl-Interactive.

Det er underordnet, hvilket CAS veerktgj du anvender. Der vil dog blive gisetrglter i Derive og
Maple.

Vi vil tit tage udgangspunkt i gvelser fra funktioner af en variabeliéonzest at generalisere til
funktioner af 2 variable.

Christian Thune Jacobsen
juni 2003.



Funktioner af to variable, et undervisningsforlgb ned CAS.

Kapitel 1

@velse 1.1
Lad en differentiabel funktion f vaere givet ved forskriften  f(x) = x3 — 3x 5 x& 2.
Bestem minimum og maksimum for funktionen.

| gvelse 1 anvendes normalt nedenstaende fremgangsmade, der pa helt anakag mddees il

funktioner af to variable.

Fremgangsmade for funktion af en variabel:

I.  Farst findes de punkter i definitionsmeaengden, hvor f har vandrette tangente
funktionsveerdierne i disse punkter beregnes.

Il. Herefter beregnes funktionsvaerdierne i intervalendepunkieiefmitionsmaengden.

[1l. Mindste og sterste veerdi udsgges blandt de beregnede veerdiegfiia |

Fremgangsmade for funktion af to variable:

I.  Farst findes de punkter i definitionsmaengden, hvor f har vandrette tadagentjpg
funktionsveerdierne i disse punkter beregnes.

Il. Herefter udsgges maximum og minimum blandt punkterne pa randenrdfialesimeengden.

[ll. Mindste og starste veerdier udsgges blandt de beregnede vaerdieg fl.

Visualisering

For at forsta fremgangsmaden for to variable kan det hjeelpe at péfildgende made:

Vi tager et landkort og tegner en firkant (rektangel) ind som gnedmsvores land. Pa kortet kan vi
nu give alle punkter i firkanten koordinater (Vi kunne jo veelge at inddagggg y-akse ind langs to af
rektanglets sider). Alle punkterne i rektanglet svarer til défimsmaengden, mens hgjden malt over
havoverfladen for hvert koordinatseet i vort land svarer til funktigndien. Grafen for vor funktion
f(x,y) er saledes fladen som angiver landskabet med bjerge og dale.ekhimesminimum og
maksimum for vores funktion svarer saledes til at finde den dybeste dai bgjdste top i vort land.
Hvis vi gnsker at finde den hgjeste top i vort land, sa skal der sggéds dabjergtoppe vi har i vort
land eller pa greensen til et naboland, thi vi kunne jo sta pa en bjergsidepen i nabolandet
ligger hgjere end vores egne bjergtoppe.

| Igbet af de falgende sider vil vi mgde de begreber, der gar os i stand hiaatleeekstremums
bestemmelse for funktioner af to variable.

Funktion af to variable
Formelt siges : Hvis der til ethvert talseet (x,y) i en definiticeesrgde D er tilordnet netop et reelt tal
f(x,y) i en maengde M i de reelle tal, da haves en funktion af to variable.

| forbindelse med definitions maengder opereres med begreberne :
Aben maengde , lukket maengde, begraenset maengde, ikke begreenset meengde, sammenhaengende
maengde, ikke sammenhaengende maengde, indre punkt, randpunkt, omegn.

@velse 1.2

Maengden A={(x,yjl<x<2 [ 1<y<4} er aben, sammenhaengende og begraenset. (skitsér maengden).
Meengden B={(x,y)l< x <2 [1 1<y<4} er lukket, sammenhgengende og begreenset. (skitsér maengden).
Maengden C={(x,}l<x<2[ 1<y} er aben, sammenhangende og ej begreenset. (skitsér meengden).
Maengden D={(x,yll< x <2 [ 1<y} er lukket, sammenheaengende og ej begraenset. (skitsér maengden).
Maengden E={(x,\L1<|x|<2 O 1<y} er &ben, ej sammenhaengende og ej begreenset. (skitsér maengden).



Funktioner af to variable, et undervisningsforlgb ned CAS.

@velse 1.3

Diskuter ovennaevnte begreber med hinanden og forsgg at tegne nedenstaende udsnagiieres
eget geet pa hvad begreberne daekker over:

l.  Tegn i xy-planen en maengde der er begraenset og aben.

Il. Tegnixy-planen en meengde der lukket men ikke er begraenset.

Ill. Indtegn randen af deni I. bestemte maengde.

IV. Lav en maengde M, der er lukket, ej begreenset, ej sammenhaengende.

Visualisering:
Safremt en maengde i xy-planen er begreenset sa vil det veere muligt arteimkel med endelig
radius og et tilfaeldigt valgt centrum, sdledes at hele maengden erlatdedidlen.

Ved grafen for en funktion af 2 variable forstas punktmaengden {(*,;/,z)f(x,y)}.
Det hjeelper at teenke pa grafen som en landskabsflade.

figur 1

1

Ovenfor ses grafen for funktionenf (X, y) = ————
X +y +1

Prgv at tegne grafen i et 3d-plot med dit CAS veerktgj, forsgg at dreje depadee fra forskellige
observations steder.

@velse 1.4

Beregn for funktionen vist i figur 1 falgende funktionsvaerdier; udnyt evt. dit a&ktaj:
f(0,0) , f(-1,0) , f(1,0) , f(0,1) , f(1,1) , f(2,1),

og idet t er et reelt tal skal du beregne f(1,t) , f(t,t) , f(t,t2).

En niveaukurve er en punktmaengde {(X,W(x,y):c} hvor f(x,y) har den konstante veerdi c. En
niveaukurve er saledes det der svarer til en hgjdekurve pa et vamdrek

Qvelse 1.5

1
X2+ y+1
| Derive sgges pa contourplot i help, og v.h.atsekommandoen og simplify before plotting bar dinke genskabe 2D
plottet p& figur 2, der er lavet i Derive:

Udnyt dit CAS program til at tegne niveaukurver (contourplot) af funktiorix, y) =

1
VECTOR|z2 = ———8——, z, 0, 2, 0.1
#3: 2 2
x +y +1
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figur 2

@velse 1.6
Diskuter hvad der egentlig kan afleeses af ovenstaende figur.

Eksempel 1.7
Lad os lave en grafisk inspektion af funktionen f(x,y) #¥2 , (X,yJR?

niveaukurverVi far x2 +y2 = c hvilket er cirkler med centrum i (0,0).
Ud fra niveaukurverne kan vi slutte, at fladen m& have en form som en rund skal

tveersnit Ved at indsaette y =0 iligningen z =y2 fas at z = x2, hvilket er en parabel.
Ved at sammenholde niveaukurverne med tveaersnittet kan vi indse, ahdietr ltem en skal med
parabelform.

Prav at plotte funktionen (der er vist pa figur 3) i 3D med dit CAS veerktgj.

figur 3

Tolkning.

Hvad kan da siges om niveaukurver ?

Hvis man fglger en niveaukurve i definitionsmaengden, dvs. i xy-planen for funkéibteevariable,
sa vil man pa grafen hele tiden veere i samme hgjde over xy-planen.
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@velse 1.8

Lav farst nogle 3D plot af fglgende funktioner ved brug af dit CAS veerktgp derneest et par
enkelte niveaukurver.

f(x.y) = —xy

f(x,y) = sinx+siny

@velse 1.9

Skitser nogle niveaukurverne for f(x,y) = ¢ for nogle udvalgte c-\eeerded c>0 for fglgende
funktioner

f(x,y) = 3x-2y

f(x,y) =x2 - y2
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Kapitel 2

Partiel differentiation og gradienten.
Det at differentiere en funktion af to variable med hensyn til en af debl@rimens den anden
variabel behandles som en konstant, kaldes partiel differentiationtdReskaldes en partielafledet.

Eksempel 2.1
Lad os betragte funktionen f(x,y) = x2 + xy + y5.
Hvis vi opfatter y som en konstant og differentierer mht. x fas den partigltiede f(x,y) = 2x +y

o .. Of . i .
som ogsa skrlve%—(x, y) =2x+y hvor der er anvendt et blgdt "d” ved differentiationen, hvilket
X

viser at funktionen har flere variable.

Hvis omvendt x opfattes som en konstant, kan vi finde f's partielle déeded hensyn til y til
fy(xy) = x + 3y2

De partielle afledede i punktet (x,y)=(1,2) efxfy)=4 og {(x,y)=13.

. of of . :
Af de partielle afledede danner man en Vek(%lL,a—) , der kaldegiradienten af f. Den skrives
X oy

ogsagrad(f) eller OIf.
f har sdledes gradiente(%f—,g—f) = (4,13) i punktet (x,y)=(1,2).
X 0y

Eksempel 2.2

Maple

| programmet Maple kan de partielle afledede fokfionen f(x,y) = x2 + xy + y3 findes med fglgemkommandoer:
ST(X,y)—>X"2+x*y+y"2;

>diff(f(x,y),x);

>diff(f(x,y).y);

>diff(f(x,y),x,x);

>diff(f(x,y),x,y);

>diff(f(x,y).y.y);

@velse 2.3

Udnyt dit CAS veerktgj til at bestemme de partielle afledede for fométne :
f(x,y) = x2+xy+y
g(x.y) = x2sin(y)
h(x,y) = sin(xy)

@velse 2.4

Programmer som Derive og Maple har en direkte kommando til bestemingtadianten.

Bestem gradienten for funktionen f(x,y)=x2-2xy ved beregning i handen. Kontrollér dernzest dit
resultat v.h.a. dit CAS veerktg.

Spargsmal

Gradienten er en vektor —

Overvej hvordan gradienten ser ud for en funktion af tre variable ?
Overvej hvordan gradienten ser ud for en funktion af én variabel ?

Benyt dit CAS veerktgj til at afprgve dine idéer pa nogle simple funktioner
Hvad er gradienten af f(x) =x2 nar x=3 ?

Hvad er gradienten af g(x,y,z) = xy+2xz+4yz2 ?
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Tolkning

De partielle afledede kan tolkes som haeldningskoefficienter til tagrgentder ligger parallelle med
henholdsvis x-aksen og y-aksen. Det betyder at gradienten i et punkt, og herrsiainkea pa
gradienten som en vektor der ligger nede i xy-planen, vil pege i den retninguhktorien vokser
kraftigst. Omvendt vil funktionen aftage mest i den modsatte retningafghadienten peger hen.
Altsa hvis vi star i et punkt i definitionsmaengden nede i xy-planen (funktiod®rser da afbilledet i
z-aksen dvs. i et punkt over os) sa vil en spadseretur i gradientens retningyyptinen fare til at
funktionsveerdien vokser kraftigst. (Det kan hjeelpe at teenke pa en meddjafglandskab, hvor
funktionsveerdien svarer til hgjden over havniveau og x og y koordinateefiaitionsmeengden
svarer til leengde og bredde graden)

Hvis vi i ovenstaende eksempel star i punktet (x,y)=(1,2) og beveegestomgen (4,13) sa vil
funktionen vokse kraftigst. (Vi gar i vort landskab i den retning, hvor dedtgpest op ad bakke).

@velse 2.5
Safremt man bevaeger sig langs en niveaukurve (teenk pa hgjdekurven iletdandservej da i
hvilken retning gradienten ngdvendigvis ma veere rettet i forhold tekajven?

Eksempel 2.6

Lad funktionen f(x,y) = x2 — y2 veere givet og lad os se pa niveaukurven f(x,y)=3.

Senere Vil vi bevise, at det geelder, at gradientvektoren (2x,-2y) erreingéiniveaukurven.

| punktet (2,1) , der ligger pa niveaukurven, er gradienten (4,-2) , og den spsr gadt veere normal
til niveaukurven.

figur 4

Pa figur 5 er vist to niveaukurver med de tilhgrende gradientvekidimidionen g(x,y)=x2+y .
Det ses tydeligt, at gradientvektorerne star vinkelret pa niveaukerve
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figur 5

Dvelse 2.7
Lav et 3D plot af funktionen g(x,y)=x2+y og sammenlign med figur 5.

Eksempel 2.8
Derive
Lad os kigge pa funktionenf (X, y) = % .
X +y +1
Vi definerer funktionen f.
9.x
f(x, y) :=
#1: 2 2

Xx +y +1

Vi udnytter vector-kommandoen til at fa tegnet mogiveaukurver.
Husk udnyt simplify before plotting.

9.x
VECTOR|2 = —8M8M8M8 —, z, -2, 2, 0.2
#2: 2 2
x +y +1

Vi bemaerker at niveaukurverne tilsyneladende &etlignende.
Det ser ud som om at der er toppe(maksima) elle(ménima) omkring
punkterne(-2,0) og (2,0).

Vi beregner gradienten
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9.x
GRAD
#3: 2 2
x +y +1

2 2
9.(x -y -1) 18.x.y
#4: - , - , 0
2 2 2 2 2 2
(x +y +1) (x +y +1)

Vi benytter nu substitutionskommandoen SUB til etdgne gradienten i punktet (6,4).

171 432
#5: - , — , 0
2809 2809

Det bemeerkes at Derive har tilfgjet en trediekamtimed veerdien nul,

hvilket Derive ger af en program teknisk arsag.

Vi afrunder gradienten og bemaerker at den pegen irdtning, hvor funktionen
stiger kraftigst set ud fra punktet (6,4) og det sedvidere, at den star vinkelret
pa niveaukurven i dette punkt.

#6: [-0.06087575649, -0.1537913848, 0]

Vi kan se at niveaukurverne ligger teettere i punité2,1/2) end i punktet (6,4) og dette afspefigsa i gradienten udregnet
i dette punkt. Vi udnytter igen SUB kommandoen pared (1/2,1/2).

#7: [4’ _2’ 0]

Det ses let, at gradienten [4,-2], hvor tredjekamaten (der alene skyldes Derive) er udeladt (FOnktet (1/2,1/2) er
leengere end gradienten i punktet (6k&)ntrollér evt. ved udregning af la&engderne for algradientvektorer.

@velse 2.9
9x
Funktionen f (X, y) = ———
(XY) Aol
ra
ey
oy

har cirkler som niveaukurver, (som antydet i eksempel 2.8)

Vis dette ved at omskrive ligningen f(x,y) = ¢ til formen (x-?)2 + (y-B2 =hvor centrums 1.
koordinat afheenger af ¢, og radius afheenger af c.

Udnyt eventuelt dit CAS veerktgj til at undersgge centrums beliggenhéxskellige c-veerdier.
Hvordan gar det med radius ?

Kan c veere lig-1 og hvad med c =100 ?

10
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Eksempel 2.10

Lad os se pa en anvendelse i fysik

Lad to positive ladninger veere anbragt i xy-planen i henholdsvis punkternedq®y).
Deres potentialer kan angives ved henholdsvis

1 1

U(X,Y):W og V(x,y)=

J(x=4y + (y- 4y
Potentialet for det samlede system er da summen

1
e +y2 Jx=4y + (y-4y

W(x,y)=U(x,y)+V(x,y)=

Et plot af niveaukurverne viser, at ved tilpas stor afstand sesséd@ere to positive ladninger, men at
de to ladninger mere og mere optraeder som en enkelt ladning placeret i (2,2)

.-f"f o
ol T
AR\
£ " \ \'\\ |
T ff“f(f@ i
/}p -.z/ ll \“—"" ‘/Jz'rr'lll ";ll JI
/ ] = el
Z

&
4 St /
it
\\ \\'\- e __,-"/ -~
q..— ks
\ ] e
e 1 e

(Normalt anvender matematikere et positivt potential, mens en &siikioretraekke at seette et
minustegn foran udtrykkene for potentialerne.)

11
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Kapitel 3

Differentialet

Du skal nu indtaste funktionen f(x)=x2 og tegne grafen. Indtegn endvidere tanfmrftenktionen f i
punktet (1,1). Hvis vi nu falger grafen frg=a til x,+Ax medAx=1, d.v.s. vi gar fra x=1 til x=2, sa
bliver funktions tilveeksten i vores tilfeeldg/=f(X,+Ax)-f(X)=4—1=3.

Hvis vi nu i stedet havde valgt at falge tangenten for §, isé var y-tilveeksten blevet fixAx=2-1=2,
denne tilveekst kaldes differentialet.

Den preeciséefinition for en funktion af en variabel er:
Differentialet df(>,Ax) {der kort skrives df} af funktionen i et punkg for tilvaeksterAx er defineret
ved d(f(,AX)=f"(Xo) AX.

For funktioner af to variable indfgres differentialet analogt. D.v.sdestier at fglge grafen for f
(teenk pa grafen som et landskab) fra punktgydxtil punktet (%+Ax,y,+Ay), sa falger vi
tangentplanen i (y,). Dette kraever at z = f(x,y) har kontinuert partielle afledede i pu@stes).

. of of
z-tilveeksten er da& (X, Yoy )X + a_y (X0, Vo)) Ay
. . . of of . .
dette differential skrives kort df = a—dx+a—dy. Ved hjeelp af figur 6 kan der laves et
X y

geometrisk bevis med brug af vektorer, idet punktet A har koordinatss¥.,2,), punktet B har
koordinatseettet prAX Y, ,Z) , 09 liniestykket L er netopz, og grafen for f(x,y) er den let buede
flade.

@velse 3.1

Prgv at gennemfare det geometriske bevis, idet du udnytsCat AB+ BC= AB+ AL, og
udtryk vektorerne ved hjeelp ak ,x, etc.)

Det skal bemaerkes at funktionstilveekstemer= f(x,+AX,yo+Ay)—f(Xo,Yo) , hvilket jo er tilvaeksten
man far, nar grafen falges i stedet for tangentplanen.

figur 6

dz

12
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| Maple kan differentialet findes ved brug af pakldifforms:
> with(difforms):
> defform(x=0,y=0); d(x"2+y"4+x"2+5*x+2);
(4x+5)d(x)+4y3d(y)

Fejlvurdering
Differentialer bruges f.eks. i forbindelse med fejlvurdering.
Den absolutte fejl pa en talveerdi x defineres ved= x—x, her betegnerpsaledes den rigtige vaerdi.

: . , X AX
Den relative fejl defineres vedA— =—.
X X
Hvis vi forudseetter at dx og dy er numerisk sma kan grafen for f erstatesangentplanen.

- of of , o .
Koefﬂuenternea— og FY kaldes z's fglsomhed over for fejl pa henholdsvis x og y.
X y

Eksempel 3.2

Arealet A af en retanguleer mark bestemmes vha. bredden B og laengden L. Lanlutedbg pa B

og L veere dB og dL. Den absolutte fejl p& markens areallAeBda tilnaermelsesvis

dA=B[dL+LI[dB.

Hvis L=200m og B =50m , bliver dA = 200dB+50dL, det ses heraf, at A har starst fglsomhed
for fejl pa B.

@velse 3.3
En kugleformet olietank har radius r. Vaeskehgjden ,h, i tanken kan males dliapend.

Vaeskerumfanget ,V, er givet ved =%n‘nz(3r— h).

Angiv et tilnaermet udtryk ved hjeelp af et differential for hvor megeliébfor stor, nar 0,2 m
0og 0,7 m er malt henholdsvish ogAr for store.

Tangentplan

Lad S veere en overflade givet ved ligningen z=f(x,y), hvor f har kontinuetteligaafledede,fog f,.

Lad P(%,Y0,20) {Svarende til punktet A pa figur 6} vaere et punkt pa S, og lace&e den kurve, der
fremkommer ved skeering med planen med ligningen & figur 6 svarer det til kurven gennem
punkterne A og punktet "over " D} og,eere den kurve, der fremkommer ved skaering med planen
med ligningen y=y{pa figur 6 svarer det til kurven igennem punktet A og punktet "over” B}.
Tangentlinierne T{svarende til linien gennem punkterne A og D pa figur 6} gdsvarende til linien
gennem punkterne A og B pa figur 6} i punktet P udspaender en plan, som man med retteekan kal
tangentplan til fladen S i punktet P.

For at finde en ligning for tangentplanen kan viden fra rumgeometrien udryateS=(A,B,C) veere

en normalvektor til planen. En ligning for planen kan da skrives

A(X-X0)+B(y-yo)+C(z-2)=0

hvis C er forskellig fra nul, kan vi dividere med C pa begge sider og a=e#¢C og b=-B/C og fa
Z-Zy=a(X-X)+b(y-Yo)

Skeeringen af denne plan med planen med ligning &~tangent linien T, som har heeldningen

fy(Xo,Yo) SOm fas ved hjeelp af den geometriske fortolkning af de partielle déede
Sa ved at indseette xgiligningen for tangentplanen ses, athiir heeldningen i dette punkt givet ved

7-25=b(y-Yo)
13



Funktioner af to variable, et undervisningsforlgb ned CAS.

sa der ma gaelde ht= fy()%, Vo) = % . Tilsvarende fas, at,Thar heeldningen agko,Yo).
y

Vi har hermed vist fglgende:

Seetning 3.4
Lad S veere en overflade med ligning z=f(x,y) og lad,p{z,) veere et punkt pa S, hvor
tangentplanen eksisterer. Da er ligningen for tangentplanen til Stgpdhgivet ved ligningen

2=25=F«(X0,Yo) (X—X0) +fy(X0,Y0) (Y—Yo)

Eksempel 3.5
Vi vil finde tangentplanen for funktionen f(x,y) = x2+y? i punktet (1,1).

fu(x,y)=2x , £(1,1)=2

f,(x,y)=3y2 , §(1,1)=3

Tangentplanens ligning bliver

Z-2 = 2(x1)+3(y-1)
eller

2x+3y-z =-3

| programmet Maple kan kommandoen mtaylor anvetitlasfinde en tangentplan:
> mtaylor((x"2+y"3), [x=1,y=1], 2);
—-3+2x+3y

| andre programmer kan man vaere ngdt til g& vejen de partielle afledede.

Dvelse 3.6

Vis, at tangentplanen til overfladen z =exp{®) i punktet (%1 ,1)

er givet ved ligningen 2x+2y+z=l.

Plot savel funktionen f(x,y)=exp(x2-y2) som tangentplanen i samme 3Dplot.

| stil med det approksimerende farstegradspolynomium for funktioner af ebeiafvor
funktionsveerdier tilneermes med tangentens y-veerdier for funktionen iegnahtangentens
rgringspunkt, kan tangentplanen for en funktion af to variable anvendeappraksimere
funktionsveerdier taet pa rgringspunktet.

14



Funktioner af to variable, et undervisningsforlgb ned CAS.

Keedereglen
Kaedereglen er en udvidelse af reglen for sammensat differentiatien fonktion af en variabel til
funktioner af flere variable.

Kaedereglen for en funktion af en variabel (sammensat diffeliendidyder

Diskutér med din matematikleerer, hvorfor den kan skrives pa denne form.

Seetning 3.7kaederegel for funktion af to variable f(x,y)
Lad f(x,y) veere en differentiabel funktion af x og y , og lad x=x(t) og y=y(te\diferentiable
funktioner af t. Da er z=f(x,y) en differentiabel funktion af t og

dz _o0z dx 0 z d

a9t oxdt dy dt

Om beviset:
Kan gennemfares ved at udnytte figur 6, hvor det kan indsag, kan skrives pa formen:
Az = %Ax+a—sz+£Ax+£ Ay
0Xx oy

Denne ligning divideres igennem mat(idet Atz0), og da vi endvidere kan skrive
AX = X(t+At)—x(t) 0g Ay = y(t+At)-y(t) ,
kan man ved passende graeenseovergange (overvej hvilke) na frem tijpdtdoavis.

dz
(Vink: Kig pa Pl thmoA—t)

Bemaerkning:

Idet Of= [gf gfj og vi saetter (t) = (x(t), y(t)), s& kan keedereglen ogsa skrives
X oy

% =0f E—l(;—t , hvilket kan indses ved at udregne skalarproduktet af de to ve]Zlf(Iung(t)

Nedenstdende saetning handler om gradientens geometriske betydning.

Seetning 3.8
| et punkt P, hvor gradienténf(0,0) {d.v.s gradienten skal veere forskellig fra nulvektoren} geelder:
Gradienten er normalvektor til f's niveaukurve gennem P.

Bevis:
Ladr (t)=(x(t),y(t)) veere parameter fremstillingen for en niveaukurtiefex,y), altsa f(x(t),y(t))=c

. df . . , .
for alle veerdier af t. Da haves, aat; =0 (idet en konstant differentieret er lig nul).

Nu udnyttes bemeaerkningen til kaederegle%% =0f % og dermedO = [Jf E—%

Idet skalarproduktet er nul, sa ma gradientvektdrénsta vinkelret pa niveaukurven c’s
dr

tangentvektor—
dt

Det er hermed vist, @if er normalvektor til niveaukurven. Altsa at gradienten star viekeld
niveaukurven.
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Funktioner af to variable, et undervisningsforlgb ned CAS.

Retningsafledet

Visualisering:

Lad os forestille os, at vi er i et punkb,fx) pa fladen for en funktion af to variable (taenk pa et
bestemt punkt midt pa en bakke i et bakket landskab). Vi kan da tale omggigmidette punkt i en
bestemt retning. Det handler saledes om at kigge pa heeldningen i forholdlhep af en
tangentlinie. Denne linie er i gvrigt indeholdt i tangentplanen.

Dette giver anledning til at indfere den retningsafledede saledes:

Definition 3.9 Den Retningsafledede:
Lad f veere en funktion af to variable og m{:j vaere en enhedsvektor.

Den retningsafledede af f i punktet8,y,) i retning afe er da givet ved

f(x, +hg, y+ he)— 1 % )
h

fe(Xa,Yo)= H”}, under den forudseetning at greenseveerdien eksisterer.

Eksempel 3.10

Find den retningsafledede af f(x,y) =x4+y3 i punktet P(1,2) i retning af vektoran(3,4).

Lgsning:

En enhedsvektar parallel medu findes ved at dividere vektormed sin leengde = (3/5,4/5). De
partielle afledede er,(k,y)=—2x og f(x,y)=3y?

Vifinder da f(1,2) = (1,2)3/5+f(1,2)4/5 =-2[3/5+124/5 = 8.4

Dette kan geometrisk fortolkes saledes, at tangenten i punktet A(grafein(fladen) for f i retningen
af vektoreru har en heeldningningskoefficient 8.4 med xy-planen.

@velse 3.11

Find den retningsafledede af funktionen f(x,y) = x2+y2 i punki€t,P) i retning af
vektorenu=(4,-3).

Lav et plot af funktionen og se, om du kan visualisere dit resultat.

@velse 3.12
Find den retningsafledede af funktionen f(x,y) = x2+xy+y2 i punkd€t,PL) i retning ind mod Origo.
Lav et plot af funktionen, og prgv at indlaegge en linie i xy-planen gengem ®rigo.
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Funktioner af to variable, et undervisningsforlgb ned CAS.

Ekstrema for funktioner af to variable
Nedenfor er vist funktionen f(x,y)=(x+2)(y-1)°

Det ses at funktionen har et minimum (i alle tilfeelde lokalt). Detténnum indtreeffer i et sakaldt
stationeert punkt (kritisk punkt).

Visualisering

Det at en bjergbestiger har naet bjergtoppen kan karakteriseres vediset i hvilken retning
bjergbestigeren tager et vilkarligt lille skridt, sa vil hgjdédet nye punkt ligge lavere.
Dette giver anledning til nedenstaende mere preecise matematiskgatefini

Definition af globalt ekstrema

En funktion f(x,y) siges at haygobalt maksimum i (Xo,Yo), hvis f(x,yo)>f(x,y) for alle (x,y) i
definitionsmaengden D for funktionen f.

Tilsvarende: En funktion f(x,y) siges at haglebalt minimum i (Xo,Yo), hvis f(>,Yy0)<f(X,y) for alle
(x,y) i definitionsmaengden D for funktionen f.

Definition af lokalt ekstrema

Lad f veere en funktion defineret iy(¥o). Da er f(%,yo) etlokalt maksimum safremt f(x,y¥f(Xo,Yo)
for alle x i en aben omegn indeholdendgyy.

Lad f veere en funktion defineret io(yo). Da er f(%,Yo) etlokalt minimum safremt f(x,yXf(xo,Yo) for
alle x i en aben omegn indeholdendgy.

Ekstrema for en funktion af to variable skal derfor sgges blandt en afidelgre situationer:
1. Paranden af definitionsmaengden D for funktionen.

2. lindre punkter i definitionsmaengden D, hvor gradientkerikke eksisterer.

3. lde punkter, hvodf=0 , dvs. hvor j=f,=0. (Bemaerk at.f=0 ,er en vektor ligning!)

Vi kender fglgende seetning for funktioner af en variabel (jf. laerebogen):

Seetning for funktion af en variabel

Lad x veere et stationaert punkt for en differentiabel funktion f (dvg)#0) Der geelder da:
f"(xo) >0 = der er lokalt minimum ix

f"(Xg) <0 = der er lokalt maksimum px

f"(xo) =0 = intet vides, en neermere undersggelse er ngdvendig.

Vi bringer nu den analoge saetning for funktioner af to variable:
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Funktioner af to variable, et undervisningsforlgb ned CAS.

Seetning 3.13en anden ordens partielle test om arten af et stationaert punkt

Lad f(x,y) veere en funktion af to variable med kontinuerte partielle afeedbanden orden i en
omegn indeholdende punktet R{x), der antages at veere et stationaert punkt. Lad

d = fx(Xo, Yo)fyy(X0,Y0)-[f xy(Xo,Y0)]?

Da haves:

1. lokalt minimum i P safremt i

T
e
o,

i

_5

d>0 og f(Xo.Y0)>0

(eller §y(xo,Y0)>0)

2. lokalt maksimum i P safremt
d>0 og (XoY0)<0

(eller §y(xo,Y0)<0)

3. et saddel punkt i P safremt

d<o0

4. nzermere undersggelse ma foretages

d=0

Beviset er anbragt i appendiks sammen med saetningen om Taylorpolynomianabi2.
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Funktioner af to variable, et undervisningsforlgb ned CAS.

Eksempel 3.14

Derive

Lad funktionen f(x,y)=x2y+xy2-4xy veere defineret #a][-1;2] og y[0;3].

Vi gnsker at bestemme vaerdimaengden for funktiogeeventuelle ekstremums steder lokale som globale.
2 2

#1: f(x, y) 1= x .y + xry - 4d:x-y

Grafisk ses funktionen her i et starre omrade esfhitionsmaengden.

De farste ordens afledede bestemmes

d 2 2
#2: — (x sy + Xy - 4dex.y)
dx
2
#3: 2:X.y +y - 4.y
d 2 2
#4: — (x sy + xy - 4dex.y)
dy
2
#5: x + x-(2.y - 4)

Vi definerer nogle faste udtryk for disse to afleéde{det har den fordel at funktionsveerdier nemt karegnes}

2

#62 fX(X, y) 2-X.y + y _ 4,y

2
#7: fy(x, y) = x + x-(2.y — 4)

CAS programmerne lgser nemt flere ligninger. Dekleg altid enkelt i handen !
Derive finder fglgende stationzere punkter:

2 2
#8: SOLVE(2+x:y + vy — 4.y =0 A X + x-(2:y - 4) =0, [x, y], Real)
4 4
#9: X=—Ay=—|V(ix=4ary=0)vix=0Ay=4)vVv (x=0Ay
3 3

Det er kun det fgrste og det sidste punkt, dendehioldt i definitionsmaengden.
Vi finder derneest de 2. ordens afledede.

d 2

#10: —_— (2'X-y +y - 4,y)
dx
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Funktioner af to variable, et undervisningsforlgb ned CAS.

#11: 2.y
d 2
#12: — (x + x-(2.y - 4))
dy
#13: 2%
d 2
#14: —_ (2-x.y +y - 4.y)
dy
#15: 2.x + 2.y — 4

Vi definerer ligeledes nogle faste udtryk for disge2.ordens afledede.

#16: fxx(x, y) := 2.y
#17:  fyy(x, y) = 2.x
#18: fxy(x, y) = 2.x + 2.y — 4

Vi beregner nu d for det stationaere punkt (4/3,4¢R3t vi har:

4 4
#19: fxx|—, —
3 3
8
#20: —_—
3
4 4
#21: fyy|—, —
3 3
8
#22: —_
3
4 4 \2
#23: fxy|—, —
3 3
16
#24: _
9

Vi beregner nu d vha. formlen i ssetningen ¢4, Yo)fyy(Xo,Yo)-[f xy(Xo,Yo)12

der kan afrundes til
16
#26: -
3

Dette er veerdien af d. Den ses at opfylde d>0 oigod@,y)>0 ses at der er tale om et relativt minimi dette punkt.

Vi beregner nu funktionsveerdien i dette punkt

4 4
#27: f|—, —
3 3
64
#28: - —
27
#29: -2.37037037
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Funktioner af to variable, et undervisningsforlgb ned CAS.

Denne veerdi skal nu sammenlignes med funktionsesr@ipa randen af definitionsmaengden for f(x,y).

Vi kunne nu ogsa undersgge det andet stationseke (00) i definitionsmaengden, men da det liggeraréden, vil det
automatisk blive inddraget i forbindelse med rardiraggelsen som falger her:

Vi kigger farst pa funktionsveerdierne af funktiorfény) langs med x-aksen (her er y=0)

2 2
#30: fO0(x) :=x 0 + x-0 - 4.x.0

#31: 0
Vi finder at funktionsveerdien her er lig nul foteak-veerdier.
Vi kigger nu pa funktionsveerdierne af funktionexyj parallelt med x-aksen hvor y=3

2 2
#32: f3(x) := x «3 + x:3 - 4.x.3

Denne funktion underkastes en almindelig funktio®rsggelse i intervallet [-1;2] og max og min bashes:
Vi finder fgrst punkterne med vandrette tangenter

#33: SOLVE(f3’(x) = 0, x, Real)
#34: X = —

For x=1/2 er der vandret tangent. Vi udregner fuiomisveerdierne for denne x-veerdi samt
i endepunkterne XtEog x=2

B

#36: -

#35: f£3

#37: f£3(-1)

#38: 6
#39: £3(2)
#40: 6

Vi husker nu funktionsvaerdierne til senere samngaitiig og undersgger nu funktionsveerdierne til j(lapgs linien x4 ,
her haves idet vi starter med at rense de variabtgy.

#41: x :=
#42: y =
2 2

#43:  fv(y) := (-1) -y + (=1)-y — 4-(=1)-y
2

#44: 5.y — y

#45: SOLVE(fv’(y) = 0, y, Real)
5

#46: y = —
2

y=5/2 falder indenfor definitionsmaengden.
Vi udregner derfor funktionsvaerdierne for y=0 5§2 , y=3 {endepunkter og vandret tangent}

#47: £v(0)
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Funktioner af to variable, et undervisningsforlgb ned CAS.

#48: 0
5
#49 fv|—
2
25
#50: _
4
#51: fv(3)
#52: 6

Vi husker endvidere disse funktionsveerdier og kiddisidst pa funktionsveerdierne til f(x,y) langs
linien x=2 , her haves idet vi igen starter mecease de variable x og y.

#53: x :=
#54: y =

2 2
#55: fh(y) (= 2 «y + 2.y - 4.2.y

2

#56: 2.y — 4.y
#57: SOLVE(fh’(y) = 0, y, Real)
#58: y =1

Denne y-veerdi er indeholdt i definitionsmaengdenbéfiegner derfor funktionsvaerdierne
for y=0, y=1,y=3

#59: fh(0)
#60: 0
#61: fh(1)
#62: -2
#63: fh(3)
#64: 6

Ved at sammenligne samtlige udregnede funktionsesesds; at f(x,y) har globalt minimum i (4/3;4(8gd
funktionsveerdien -64/27 , og at f(x,y) antagenaksimumvaerdi i punktet (-1;5/2) med veerdien 25/4.
Veerdimaengden for f(x,y) er derfor givet ved intdietd-64/27;25/4].

Vi plotter nu f(x,y) indenfor definitionsmaengden.

Grafisk ser det ud til at stemme overens med valgebraiske undersggelse.
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Funktioner af to variable, et undervisningsforlgb ned CAS.

@velse 3.15

Find de fem stationaere punkter til funktionen f(x,y) = (x2+y2)2 — 4x2 — @&y

afgar for hvert, om det handler om lokalt maksimumpunkt, lokalt minimumpuektiekalt
saddelpunkt.

Bestem dernaest globalt maksimum og minimum for f(x,y) i maeengdensB={01-4<y<4}.

@velse 3.16

Lad funktionen f veere defineret i meengden D={(kyy30 [ y?< x < 4} og

givet ved f(x,y) = x3y+3(xy)>—5x2y.

Bestem globalt minimum for funktionen.

(Vink; tegn definitionsmaengden og opskriv funktionsudtryk for f langs randeefiaitionsmaengden
— dette skulle gerne blive funktioner af en variabel.)

Eksempel 3.17

Afstanden fra punktet P(0,1,-1) til planen: 2x+3y+z=1

kan vises at svare til at bestemme mindsteveerdien for funktionen
f(x,y) = x2+(y-1)>+(2-2x-3y)?

De partielle afledede bestemmes til
i(x, y) =10x+ 12y- &
0x

LUPw 20y - 14
oy

Eneste stationaere punkt findes til _—21—1
14 14

og her finder vi funktionsveerdien

(2 L
14'14) 14

Dette er den mindste afstand mellem punktet P og plkanen

@velse 3.18
Eftervis pastandene fra eksempel 3.17 ved bl.a. at udnytte afstandsformlehabgistaytte
proceduren til at bestemme minimum.

@velse 3.19
Vis at for et vilkarligt rektangel med en given omkreds p, sa har keddfet starste areal.
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Funktioner af to variable, et undervisningsforlgb ned CAS.

Kapitel 4

Taylorpolynomier i en og to variable.

For en funktion f(x,y) gnsker vi at bestemme et andengradspolynomium P(x,y)nasntér f(x,y)
godt neer et punkt {¥o). Der skal geelde, at f§¥o)=P(%.Yo) , 0g at de partielle afledede til og med
2.orden i punktet (o) skal have samme veerdi.

Dette er analogt til at tilneerme en funktion i en variabel med et 2.pgpigdemium. Lad os derfor
starte med at kigge lidt pa Taylorpolynomier til funktioner af 1 \oeiia

Eksempel 4.1
Vi gnsker at tilneerme funktionen f(x)=cos(x) med et 2. gradspolynomium i puyOkigt

Vi benytter Derive og indtaster vores funktion
#1: f(x) := COS(x)
Her efter veelger vi Taylor under Calculus fanen

#2: TAYLOR(f(x) := COS(x), x, 0, 2)

#3: 1 -

2
P(x):l—X? er sdledes det 2.ordens Taylorpolynomium, der tilngermer cos(x) bedstetp@n®}.

Vi plotter f(x) og P(x) og konstaterer at det ser fornuftigt ud.
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Funktioner af to variable, et undervisningsforlgb med CAS.

Et lille eksperimentelt CAS forlgb om Taylorpolynomier for funktioner afvariabel.

Opgave 1(lgses uden brug af grafisk lommeregner og conpute
Tegn funktionen cos(x) for¥{-8,8] i et koordinatsystem.
Bestem det approksimerende fgrstegradspolynomiwug(x) i punktet med x-koordinat/'2.

Opgave 2
Lgs opgave 1 ved brug af dit CAS veerktgj.

Begynd med at indtaste funktionen cos(x) og tegrs dgaf.
| Derive ggares falgende:
Veelg Tile, s& bade grafvindue (GV) og algebravin(AV) kan ses.
Skift til AV, veelg Calculus - Taylor Series - madable x og expansion poir2 og order 1.
Resultatet plottes i GV. Du skulle nu gerne hasé dpgave 1 igen !

Opgave 3

Tegn grafer af cos(x) og falgende Taylorpolynom&asmme plot:
l. med udviklingspunkt point O og orden 1.

Il med udviklingspunkt point O og orden 2.

Ill.  med udviklingspunkt point O og orden 3.

Opgave 4
Giv en begrundelse for at romertal Il og 1l giwamme resultat.

Opgave 5

Lav et plot af cos(x), og plot i samme vindue gragefor Taylorpolynomierne med udviklingspunkt O og
henholdsvis orden 4, 8, 16 og 32.

Zoom ud nogle passende gange.

Opklarende spgrgsmal :

Hvor mange nulpunkter harTaylorpolynomiet af 32er®

Beregn den relative forskel mellem Taylorpolynoragetos(x) for henholdsvis x = 4 og x =9 kommefter
Forsgg nu med expansion point 0 og order 80 og plot

Opgave 6
Ved tilpas stort valg af order(orden) gar maskingske ned. Men prgv om du kan opstille et slag®akem
sammenhaengen mellem antallet af nulpunkter foroFpglynomierne for cos(x) og orden.

Opgave 7
Giv farst et kvalificeret geet pa, hvad der villesked Taylorpolynomiet af 2. orden, hvis vi i steide 0 valgte
Ttsom udviklingspunkt for funktionen cos(x). Prgvrtiest med dit CAS veerktgj - overvej resultatet.

Opgave 8

Skitsér pa papir et kvalificerende gaet pa, hvorBaylorpolynomiet af 1.orden med udviklingspunkilO t
funktionen sin(x) kunne se ud.

Nu praves sin(x) af med udviklingspunkt O og or@egB, 20, 40. Det samme afprgves for udviklingspeiig2.
Overvej resultatet.

Opgave 9

Plot nogle Taylorpolynomier til funktionen f(x) med henholdsvis udviklingspunkt 0 og 1.

1+ %2
Hvordan gar det, nar udviklingsordenen gges ?
Hvad forstas ved et konvergensinterval ?

se appendiks for maple session om denne opgave.
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Funktioner af to variable, et undervisningsforlgb ned CAS.

Vi vil nu kigge pa Taylorpolynomier for funktioner af 2 variable.

Seetning 4.2

Lad f(x,y) have partielle afledede af 1. og 2. orden i punktgtfxDa findes der netop et
polynomium P(x,y) af hgjst 2. grad, der i punktety® har samme veerdi og partielle afledede af 1.
og 2. orden som f. Dette polynomium, der kaldes det 2. Taylorpolynomium for f medingkpkinkt
(Xo0,Y0), €er givet ved

P(x y)= f(w)ﬂﬂm W( * @i( % 9y Wl

1[62
2" 0x?

x Iy Yl

(% Yo

Bevis
Ethvert polynomium af 2. grad kan skrives

P(X,y) = @+bi(X-Xo)+02(y-Yo)+Ci(X-X0)3+Ca(y-Yo0)?+Cs(X-X0) (Y-Yo)

Vi finder ved differentiation

=b +2¢(x= %)+ ¢(y- ¥)

_b2+2C2(y %)+ G( X X)

=2¢,

’p

oxoy

=G

| ligningerne ovenfor indsaettes betingelserne

oP of oP of
P ’ :f ’ v TS ] = ) y L ] = )
Ooyo) = fxoyo) . — (% Yo) aX(xo Yo) oy (%1 Yo) ay(><O Yo)

og man finder, at koefficienterng, &, ....c; er entydigt bestemt.
For eksempel findes

1 0°f

2 a 2 (XO yO)

Det overlades til laeseren at verificere de gvrige koeffiaiente
Kravene opfyldes saledes netop af et polynomium og szetningen er bevist!

Visualisering:

For funktioner af 1 variabel er Taylorpolynomier af 2. orden saledes appatksier med 2.
gradspolynomier til en funktion og de kan angives med forskriften p(x) = ax@+bx+

For funktioner af 2 variable kan forskriften for et 2.gradspolynomium angivesmér

P(x,y) = Ax2+By2+Cxy+Dx+Ey+F og der er tre muligheder for udseendetafgradspolynomium:
- en skal der vender opad

- en skal der vender nedad

- en saddel
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Funktioner af to variable, et undervisningsforlgb ned CAS.

@velse 4.3

Tegn ved hjeelp af dit CAS veerktgj tre 2.gradspolynomier af to vasablende til hver af de tre
muligheder for udseendet af grafen som beskrevet ovenfor.

Angiv veerdierne for konstanterne A,B,C,D,E,F.

Eksempel 4.4

Maple

| Maple kan man benytte kommandoen mtaylor tilegtbmme Taylorpolynomiet direkte (bemaerk at ordt@hangives som
3, nar man gnsker orden 2, hvilket er en Maplerfigived).

Vi approksimerer funktionerf (X, y) =
X2+ Yy +1

med udviklingspunkt (2,0)
>mtayl or ((9*x/ (x"2+y~2+1)), [x=2,y=0], 3);

%—gx+i8(x—2)2 —_18
25 25 125 2

> pl ot 3d( 144/ 25- 27/ 25* x+18/ 125* (x- 2) 2- 18/ 25*y~2, x=- 10. . 10, y=- 10. . 10);

@velse 4.5

Plot funktionen f(x,y) = (1+x2+y&xp(1-x2-y?)

Bestem Taylorpolynomiet til funktionen med udviklingspunkt (0,0).

{Vink: Safremt dit CAS veerktgj ikke understatter Taylorpolynomi2wariable er du ngdt til at
benytte udtrykket fra ssetningen om det 2. Taylorpolynomium for f med udviklingspyyk).}

Dvelse 4.6
Lad funktionen f veere givet ved forskriften
f(x,y) = x3+y3+3x2—18y2+81y+5

Plot funktionen, og bestem dernaest Taylorpolynomiet af 2. orden med udviklingépnkt
Beregn dernaest forskellen mellem Taylorpolynomiet og f i punktet (11/10)11/1
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Funktioner af to variable, et undervisningsforlgb ned CAS.

Appendiks 1

Beviset for seetning 3.13
Idet koordinatsystemet altid kan forskydes, sa begyndelsepunktetifalelgs,f(xo,yo)), kan vi antage,
at f(x,y) har det stationaere punkt (0,0), og at f(0,0)=0. Vi seetter endvidere

62 2 2

9% f 9% f
(x) Y%) » B= 2 (Xo Y%) a—yz(x),yo)

f(x,y) tilneermes med Taylorpolynomiet P(x,y) af 2. orden med udviklingspunkt i (0,0)
Vi har da

P(x,y)% (Axz+Bxy+Cy?) ,

idet vi har udnyttet, at f(0,0) =0 i(O,O)Z 0, ﬂ(0,0): 0
)4 ay

Vi omskriver til

P(x y) = —)f[A(J E( j G for w0
P(X, Y):EXZ[C{%] + %%’j+ A for %0

Det ses, at i begge tilfaelde (henholdsw8 wg x£0) indeholder de kantede parenteser et
andengradspolynomium med diskriminanten D=B2-4AC.

Vi har da fglgende tre tilfeelde:

|. D<O0, andengradspolynomiet i den kantede parentes har ingen radder, sa #payersamme
fortegn for alle (x,y(0,0) sa enten

positiv for A>0, og P har lokalt minimum i (0,0)

eller

negativ for A<O, og P har lokalt maksimum i (0,0).

Il. D>0, andengradspolynomiet i den kantede parentes har 2 rgdder, s Péntgge bade
negative som positive vaerdier vilkarligt pa (0,0), dvs. P Har likkalt ekstremum i (0,05addelpunkt

o BZ o
[ll. D=0, sa enten er A=0 og B=0 ellee:B og C :ZA\ og dermed fas

enten
P(x,y)= (Ax2+ Bxy+— )?):} L y*  for A#0
2 2A
eller

P(x,y)%Cyz for A=0

J_ -B - : :
Det ses at pa linien X_2=K y eller linien y=0 vil Taylorpolynomiet P(x,y) af anden orden vaere nul.

Og da P(x,y)=0 ikke ngdvendigvis medfgrer at f(x,y)=0, er en naermere undeeguijebevet.

Beviset er nu fuldendt, idet resultaterne for P under punkt I. ogrlvises at kunne overfgres til at
geelde for f ved at udnytte, at de partielle afledede er kontinuerte.
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Maple til opgave 9 i det eksperimentelle forlab om Taylorpolyomier:
>restart:with(plots):

>P5: =ntayl or (1/ (1+x~2),[x=0], 6);

>P6: =ntayl or (1/ (1+x*2),[x=0], 7);

> P20: =nt ayl or (1/ (1+x72), [ x=0], 21);

som plottes:

>PL1: =plot (1/(1+x"2),x=-2..2,-1..4,color=red):
>PL5: =pl ot (P5, x=-2..2,-1..4, col or=green):

>PL6: =pl ot (P6, x=-2..2,-1..4, col or=bl ue):

> PL20: =pl ot (P20, x=-2..2,-1.. 4, col or =bl ack):

>di spl ay(PL1, PL5, PL6, PL20);

Vi prgver med x=1 som udviklingspunkt:

> P5A: =nt ayl or (1/ (1+x"2), [ x=1], 6);

> P6A: =nt ayl or (1/ (1+x"2), [x=1],7);

> P20A: =nt ayl or (1/ (1+x72), [ x=1], 21);

>PL1A =pl ot (1/ (1+x"2),x=-2..2,-1..4,color=red):
> PL5A: =pl ot (P5A, x=-2..2,-1..4,col or=green):

> PL6A: =pl ot (P6A, x=-2..2,-1..4,col or=bl ue):
>PL20A: =pl ot (P20A, x=-2..2,-1..4, col or=bl ack):
>di spl ay( PL1A, PL5A, PL6A, PL20A) ;
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Appendiks 2

Graenseveerdi og kontinuitet.

Den preecise definition for greenseveerdi er som fglger:

f(x,y) — a for (x,y)~>(Xo,Yo) , hvis 0g kun hvis fglgende geelder: For ethgertO eksisterer &t > 0,
saledes at det for alle (x,y) i definitionsmaengden geelder, at

O<| (le)'(xo:yo) | <§=> | f(x,y)-a| <g.

Dette kan mere lgst udtrykkes saledes: hvis f(x,y) er vilkarligdaat plot (x,y) er tilstreekkelig teet pa
Xo, S& Siger vi, at f(x,y) har greenseveerdien a for (x,y) gaende imgg).(x

Det kan vises, at de seedvanlige regneregler for greenseveerdk #makbverfares til funktioner af to
variable.

@velse A2.1
Opstil de fire regnereglet{—,[1) for regning med greenseveaerdier (udnyt evt. din lserebog for
funktioner af en variabel.)

@Dvelse A2.2
2y

X+
Undersgag for (x,y) — (1,3)

(Vink: Benyt lim kommandoen i CAS)

Dvelse A2.3
Bestem lin)2.4(X? + Xy + y?)

Denformelle definition af kontinuitet er som falger:
Lad f(x,y) veere en reel funktion af 2 variable, og lagly(x veere et punkt i definitionsmaengden. f er
da kontinuert i (XY,), safremt

f(x,y) = f(XoYo) for (x,y) = (Xo,Yo)-
Hvis f er kontinuert | hele sin definitionsmaengde, da siges f at veere kontinuert
Tolkning

Geometrisk kan man teenke péa kontinuerte funktioner som funktioner, hvor igkafear brudt. Dvs.
hvis man spadserer rundt i et omrade pa grafen, sa ma man ikke blive udsatuddseligt spring.

Eksempel A2.4

Funktionen f(x,y) = er kontinuert i alle punkter bortset fra punkterne der ligger pa

2

parablen y=x2,

@velse A2.5
Prgv at plotte funktionen i eksemplet ovenfor i et 3D plot, og se pa, hvakledéarsgs parablen y=x2
i definitionsmaengden.
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@Dvelse A2.6

X3 + y3
Tyz for (x,y)}(0,0) og f(x,y)=k for (x,y)=(0,0).
X

Bestem konstanten k sadan, at funktionen er kontinuert i (0,0).

Lad funktionen f veere givet vedf (X, y) =

@velse A2.7
Undersgg greenseveerdien af funktionerne p, g, h, w, q for(Oy9) safremt greensevaerdien
eksisterer.

X+
p(xy)=——Y
X—-y

31



Funktioner af to variable, et undervisningsforlgb ned CAS.

h(x,y)=exp(xy)

w(X,y)=sin(x)-cos(y)

i
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" y 7
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7 ik b0
*”’éﬁpﬁ?hi
_,_Sin(® +y?)
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Opgaver

1.
Tegn for hvert af fglgende tilfeelde en skitse af den angivne punkikesénglet indre A randen

0 A og afslutningenA.
Undersgg endvidere, om A er aben, lukket eller ingen af delene.
Angiv om A er begraenset eller ej.

L {(xy) [ xy=0}

Il {(xy) | 0<x<301<y<4}

. {(x,y) | 0<x<y}

2.

Undersgg i hvert af fglgende tilfeelde, om definitionsmaengden er sammentda=ngen
. f(xy) = In(1-x2-y?)

X2+ y?+1

I f(x,y) = 1o x

3.

Tegn for hver af nedenstaende funktioner f niveaukurver givet ved f(xgf)de angivne veerdier af
konstanten c.

L f(x,y) = x2+y? | c=1,c=2,c=3,c=4

. f(x,y) = x>5x+y? , ¢c=4,c=2,c=0,c=1

1

. f(x,y) = - c=0,1,c=05,c=1

4,
Lav et 3D plot af funktionen f(x,y) = exp(xy).
Skitsér nogle niveaukurver.

5.
Lad f(x,y) = 5x&2xy+y2

I.  Bestem de partielle afledede af f.

II. Bestem en ligning for tangentplanen i punktet (1,2).
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6.
Lad f(x,y) = x3+x2y++xy2+y3

I.  Bestem de partielle afledede af f.
II. Bestem en ligning for tangentplanen i punktet (1,2).
7

Find den retningsafledede af funktionen f(x,y) = x2+xy2+y3 i punktet (1,1hingaf vektoren
u=(1,0). Lav plots til illustration.

8.
Find den retningsafledede af funktionen f(x,y) = x2+xy2+y?3 i punktet (1, 1ingaf vektoren
u=(1,1). Lav plots til illustration.

9.
Find den retningsafledede af funktionen f(x,y) = x2+y3 i punktet (1,1) i rethimgkéorenu=(1,1).

10.

Find de stationaere punkter for falgende funktioner og afger, om der er maksimumyimjr&ller om
det er et saddelpunkt.

. f(X)y) = 4x2+2y3-8xy+4

I (X ) = 1—8X
-9 X+ Y+l
. h(x,y) = exp(xy)
V. p(X,y) = Xy+x-y

V. q(xy) = (1+x2+y2)exp(4-x2-y?)

11.
Find globale ekstrema for funktionen

f(x,y) = sin(x) + 2cos(y) defineretfor Ox<2 0 0<y<5.

12.
Find globale ekstrema for funktionen

f(x,y) = x2+xy+y2 defineret for x2+yA4.
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